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2. Bevezeto

Kutatasunk kiinduldpontja Szaboé Csaba, az ELTE Algebra ¢s Szamelmélet tanszék
egyetemi tandranak aldbbi észrevétele volt: az els6éves hallgatok sajat bevallasuk szerint
nem ismerik a szamelmélettel kapcsolatos legalapvetobb fogalmakat sem. Mivel ez az
észrevétel csupan az orai bekiabalok véleménye alapjan sziiletett, ezért kérdéses, hogy mindez
csak a hangadok véleménye volt vagy a tobbségé. Mi ennek jartunk utana. Megnéztiik, hogy
ki mikor és milyen formdban foglalkozik szdmelmélettel és hogyan kéri azt szdmon.

Elészor atnéztik az altalanos- és kozépiskolds kerettantervet, hogy kideriiljon
szamunkra, hogy mi az az anyagrész, amir6l egyaltalan hallhattak a diakok. A kerettanterv
utan végignéztiik a matematika érettségiket 2005-t61 2014-ig. Kerestiink a témahoz
kapcsolodod szakirodalmat is, de nem igazan taldltunk idevaldt. Kiilon szamelméleti
modszertani kutatdsokkal viszonylag késon, és centralizéltan kezdtek foglalkozni. Elsdsorban
tanarjeloltek szamelméleti felkésziiltségét vizsgaltdk. Annyit azért eldrebocsajtunk, hogy a
kanadai tanarszakon nem hangzik el a szamelmélet alaptételének a bizonyitasa.

A kerettanterv és az érettségik utdn azt vizsgaltuk meg, hogy hogyan valosul meg
Magyarorszag iskoldiban a szdmelmélet témakdr oktatdsa. Az orszag kiilonbozé helyein
felkerestiink és megkérdeztliink tandrokat, illetve a tanarokhoz jar6 didkokat arr6l, hogy
mennyit tanitanak, illetve mennyit tudnak szamelméletb6l. Mind a tanarokkal, mind a
didkokkal interjukat és mélyinterjukat készitettiink. A didkokat az interju sordn arra is
megkértilk, hogy mutassdk meg nekiink azokat a matematika flizeteiket, amelyek
tartalmaznak szamelméleti vonatkozast.

A megkérdezett tanarok és didkok valaszai, valamint a kerettantervben meghatarozott
tananyag és ott eldirt kompetencidk alapjan osszeallitottunk egy kérddivet, amely azt méri fel,
hogy ebbdl mit sajatitottak el a didkok. A kérddivekkel azt probaltuk feltérképezni, hogy mi
az, ami megragad a didkokban abbdl, amit tanitanak nekik altalanos és kdzépiskolaban. Nem
azt akartuk felmérni, hogy ismerik-e a didkok a kérdésben szerepld fogalmakat és tételeket, és
hogy tudjak-e hasznalni azokat, hanem azt, hogy tanitottak-e nekik, hallottak-e rola,
feltételezhetjiik-e ezek tudasat. A kérdoéiv Osszeallitasanal torekedtiink arra, hogy a lehetd
legjobban lefedjiik az elemi szdmelmélet témakoreét.

A kérdoéiveket kiilonbozd varosok kiilonbozd szintli iskoldinak kiilonboz6 szinten allo
tanuloi toltottek ki. A kovetkezd hipotézisekkel alltunk neki az eredmények kiértékelésének:
Arra szamitottunk, hogy a 10. osztalyosok tudisa még friss, és jol fognak emlékezni a

kérdésekben szerepld fogalmakra, tételekre és alkalmazasokra. A 12. osztalyosok valaszaira



azért voltunk kivancsiak, mert ez a korosztaly az érettségire készil, igy a teljes kozépiskolai
matematika tananyaggal tisztdban kellene lenniiik. Az elézetes felmérések alapjan viszont 9.
osztalyban foglalkoznak utoljara ezzel az anyagrésszel, késobb nem, vagy csak rovid ismétlés
formajaban kertl el6. Ezért ugy gondoljuk, hogy a didkok 12. osztalyban — az érettségire valo
ismétlés eldtt — mar nem emlékeznek a tanultakra, igy az egyetemre bekeriilve még inkabb
megkopik a szamelméleti tudasuk. Az els6éves hallgatok az egyetemi szintfelmérén mar nem
emlékeznek mindenre, amit az érettségi megirasakor még tudtak. Egy nyar alatt elfelejtik a
tanultakat, mert nem foglalkoznak vele. Ezek alapjan a szdmelméletet valdsziniileg mar joval
korabban elfelejtik, ha 9. osztalyban foglalkoznak vele utoljara. Ez egybevagna azzal, amit a
hangadok mondtak az elsééves szdmelmélet eldadason. Tehat az ottani hangadok a tobbség
véleményét képviselték, és az els6éves hallgatok valoban nem emlékeznek a szamelméleti
alapfogalmakra?

Ahhoz, hogy a magyarorszagi helyzetet és eredményeket értékelni tudjuk, sziikségiink
volt arra, hogy utanajarjunk: mas orszagokban milyen kovetelményeket tdmaszt a kerettanterv
erre a témakorre vonatkozoan. Megvizsgaltuk tehat néhany orszag kovetelményrendszerét.

Az angol kerettantervben (1) hasonld kulcsszavakat taldltunk, mint a
magyarorszagiban. Meglepd azonban, hogy csak a 100-nal kisebb szamokat kell tudni
faktorizalni, és csak a 20-nal kisebb primeket kell ismerni. Mindemellett kdvetelmény a
szamelmélet alaptételének teljes megértése. Meggydzddésiink, hogy ezt az oximoront egy
gyakorlo tanar nem tudja feloldani. A kozépiskolds kovetelményben szerepel még a
legnagyobb koz0s 0szto, a legkisebb kozos tobbszords, a prim €s a primfelbontas kifejezések
szokincsszerll hasznalata (2). A német kerettanterv csak irdnyado (3, 4, 5), de nem szerepel
benne a szamelmélet kifejezés. Taldlhatunk benne egy-két utalast az egész szdmok
tulajdonsagaira, de messze nem a klasszikus értelemben. Németorszagban maga a kerettanterv
tartomanyonként mas ¢és mas. Baden-Wiirttemberg tartomany tematikdjaban példaul
semmilyen szamelméleti vonatkozds nincs. Ha rakereslink a szamelmélet cimszora az
Amerikai Matematikatandrok Kozosségének honlapjan (6), akkor csupa problémamegoldo
konferenciat és workshopot taldlunk. Az elsé igazan szamelméletinek is nevezhetd
modszertani kutatasi eredmény a 80-as évek végén jelent meg (Ball, 1990). Itt egy nagyobb
kutatasi projekt részeként bemutatjak, hogy hogyan gondolkodnak a tanarjeldltek az tortek
osztasanak — altaluk definialt — haromféle modjarol. Kideriil, hogy nem értik teljes egészében
a fogalmat, ami visszavezethetd a szamelmeéleti alapok hidnyossagaira.

Azért az a felismerés az USA-ban is megsziiletett, hogy a szamelmélet sok érdekes és

hasznos lehetdséget kinal szamunkra. A felfedezések jol kihasznalhatok problémamegoldasok



soran, illetve amikor matematikai fogalmakat alakitunk ki, amikor a matematika szépségét
vagy a szam fogalmanak kialakulasat szemléltetjiik. (6). Ugyanitt irjak, hogy a szamelmélet
teljes megértése nélkiil a matematika mindossze tényeknek egy titokzatos gyiijteménye.

Azt, hogy a szamelmélet milyen széles spektrumban tiikr6zi az ember matematikai
gondolkodasat, mar tobb helyen kimutattdk. Példaul primszamok négyzetgyokének
irracionalitdsanak megértése kapcsan vizsgaltak, hogy az emberi agy mennyire fogadja be a
paradoxon szerepét a bizonyitasokban (Movshovitz — Hadar 1990). Hasonlo6an (Leron 1985)
mutatta be a konstruktivizmus lehetdségeit az indirekt bizonyitds fogalmanak kapcsan
(konstruktiv bizonyitas indirekt médon).

A fenti kisérletek és kutatasok altalanos iskolai tanarjelolteket céloztak meg, csakagy,
mint az eddigi legattekintébb felmérés (Zazkis — Campbell 1996b). Itt a tanarjeldlteknek az
egész szamok multiplikativ struktarajahoz vald viszonyat vizsgaltdk egy kiterjedt
esettanulmanyban. Kimutattdk, hogy az oszthatésag fogalmanak — mint az osztds inverz
folyamata — megértése nélkiil nem lehet elsajatitani a szamelmélet alapjait, és ugyanigy nem
lehet végrehajtani a szokésos, algebrdhoz torténd atvezetést sem. Az osztok és az osztas
kapcsolatdnak megértése a legtobb tanarjeldltnél hidnyzott. A kisérlet 21 alanyabdl 17 nem
tudta eldonteni egy szam kanonikus alakjabol, hogy a szam oszthato-e 63-mal. A fenti
kutatasok abbol a megallapitasbol indultak ki, hogy a matematika oktatdsa a tanarok sajat
tudasanak fejlesztésére és elmélyitésére alapul (Steffe 1990). Egy késébbi tanulmany (Zazkis
— Campbell 1996b) kimutatta, hogy ugyanez a hallgatosag nem érti, vagy nem érzékeli a
szamelmélet alaptételében az egyértelmiiség szerepét, igy alkalmazni sem tudja
feladatmegoldasok soran. A cikk kovetkeztetése meglehetOsen egyszerlsitett: valamit tenni
kell. Az egyik okot abban vélik felfedezni, hogy a leendd tandrok nem taldlkoztak a
szamelmélet alaptételének a bizonyitasaval.

Sorolhatnank az egyetemistdkon végzett szdmelmélet tudéassal kapcsolatos
vizsgalatokat, az olvasé szamos ilyet talalhat (Zazkis — Campbell 2006) gytijteményében. Ez a
valogatas az elsG szamelmélet oktatasrol szoldo konferencia anyaganak megjelentetett
valtozata. A (Poranen — Pentti 2012) tanulmdny finn szerzoktdl egy javaslatot és egy
esettanulmanyt mutat be arrdl, hogy hogyan lehet csoportelméleti ravezetéssel tanitani a
szdmelméletet és forditva. Természetesen ez is mar egyetemi-fOiskolai szinten torténik.
Kozépiskolasok korében végzett hasonld, szamelméleti kutatdsokrdl azonban nincsen

tudomasunk.



3. Kerettanterv

Megnéztiik, hogy mi szerepel a kerettantervben, eszerint mi mindent kellene tanulniuk
a didkoknak az egyes évfolyamokon. Mivel a kerettantervek valtoznak, ezért kérdéses volt
szamunkra, hogy mikorit nézziink. A megkérdezni, tesztelni kivant tanuldk a régi kerettanterv
szerint tanulnak, tanultak, ezért azt mindenképpen tanulmanyoznunk kellett. Viszont
kivancsiak voltunk arra, hogy ma mit var el a kerettanterv a szamelmélet témakor kapcsan a
didkoktol, ezért a leglijabbat is megnéztikk. Ennél az anyagrésznél nem volt lényeges
kiilonbség a kiilonbozo években kiadott kerettantervek kozott.

Nem volt eltérés a négy €évfolyamos gimnaziumban, illetve a szakkozépiskoldban
tanuloktol elvart ismeretek kozott sem. (10; 11) Az elvarasok a hat- és nyolcosztalyos
gimnaziumok tanuldival szemben is hasonloak, csupan a tananyag elosztdsa mas a kiilonb6z6
évfolyamok kozott. (8; 9)

A tovabbiakban a 2012-es kerettanterv alapjan irjuk le részletesen, — altalanos
iskolasokra (12) és négy évfolyamos gimnazistakra (10) vonatkozo mellékletek szerint, —

hogy mit kell tanulniuk a tanuloknak szdmelméletbdl az egyes évfolyamokon.

3.1. 5-8. osztaly

5-6. évfolyamon a szamtan, algebra témakornél elézetes tudasként vannak feltiintetve
a paros ¢és paratlan szamok, valamint a kerettanterv épitkezik a tobbszords, az osztd és a
maradék fogalmak biztos tudasara.

Ebben a blokkban a szamelmélet témakorét érintd tanulasi célok az 1. tablazatban
olvashatok. A kerettanterv tartalmazza a kovetkezOket: az osztd, tobbszords fogalmanak
elmélyitése, két szam kozos osztoinak kivalasztasa az Osszes 0sztobol, a legkisebb pozitiv
kozos tobbszords megkeresése, szdmolasi készség fejlesztése (fejben), illetve a bizonyitasi
igény felkeltése. Részben vagy teljesen 1) ebben a témédban az egyszerli oszthatosagi
szabalyok ismerete (2-vel, 3-mal, 5-tel, 9-cel, 10-zel, 100-zal), illetve két szam kozOs
osztoinak €s kozos tobbszordseinek meghatarozdsa és az osztok, tobbszorosok alkalmazéasa

tortek egyszerlsitése, bovitése soran.



Ismeretek

Fejlesztési kovetelmények

Kapcsolodasi pontok

Szorzas, osztas 10-zel, 100-zal,
1000-rel.

A miiveletfogalom mélyitése. A
szamolasi készség fejlesztése
gyakorlati feladatokon keresztiil.

Egyszert oszthatosagi szabalyok (2-
vel, 3-mal, 5-tel, 9-cel, 10-zel, 100-
zal).

Két szam kozos osztoi, kozos
tobbszorosei.

Az 0szt0, tobbszords fogalmanak
elmélyitése.

Két szam kdzos osztoinak
kivalasztasa az 6sszes 0sztobol. A
legkisebb pozitiv kdzos tobbszoros
megkeresése.

Szamolasi készség fejlesztése
szoban (fejben).

A bizonyitasi igény felkeltése.

Testnevelés:
csapatok 0sszeallitasa.

Osztd, tobbszords alkalmazasa.

A tanult ismeretek felhasznalasa a
tortek egyszertisitése, bovitése
soran.

Szamolasi készség fejlesztése.

1. tablazat. Részlet a kerettantervbdl (5-6. 0Sztdly) (12)

7-8. évfolyamon — ahogy a 2. tablazatban is lathatd — 0j anyag a primszam, az
Osszetett szdm fogalma, a primtényezds felbontds. A kerettanterv lehetdséget ad a
matematikatérténettel valo ismerkedésre is. Erdekességeket emlithetiink meg a primszamok,
tokéletes szamok, és baratsagos szamok korébol. (Ezen a ponton megjegyezhetjiik, hogy a
szamelmélettel foglalkozd emberek érthetetleniil allnak az el6tt, hogy a Goldbach-sejtés és az
ikerprim-sejtés helyett miért a baratsagos szamok kaptak helyet a tantervben.) Az oszthatdsagi
szabalyok mellett eldkeriilhetnek szamelmélet alapu jatékok is. A tanulas célja a kordbban
tanult €s az 0j ismeretek kozotti kapcsolat felismerése, oszthatdsagi szabalyok alkalmazasa a
tortekkel valo miiveletek elvégzésekor, két szdm legnagyobb kozds osztdjanak és legkisebb
kozos tobbszordsének megtaldlasa a kozos osztokbodl illetve kozds tobbszorosokbol. A

témakor kivaloan alkalmas a bizonyitdsi igény felkeltésére, raadasul az oszthatosagi

szabalyok kapcsan tobb konnyen megérthetd bizonyitast is megismerhetnek a gyerekek.




Ismeretek Fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok

Primszam, Osszetett szam. A korabban tanult ismeretek és az j
Primtényez0s felbontas. ismeretek kozotti 6sszefiiggések
Matematikatorténet: érdekességek a | felismerése.

primszamok korébol.

Oszthatosagi szabalyok. A tanult ismeretek felelevenitése.
Szamelméleti alapu jatékok. Oszthatosagi szabalyok alkalmazasa
Matematikatorténet: tokéletes a tortekkel valo miiveleteknél.
szamok, baratsdgos szamok. A bizonyitasi igény felkeltése
Legnagyobb ko6zos o0szto, legkisebb | oszthatosagi feladatoknal.

pozitiv k6zds tobbszoros. Két szdm legnagyobb kdzos

osztojanak kivalasztdsa az 0sszes
0sztobol. A legkisebb pozitiv kdzds
tobbszords megkeresése a kdzos
tobbszordsok koziil.

2. tablazat: Részlet a kerettantervbdl (7-8. osztily) (12)

3.2. 9-12. osztaly

A gyerekek szivesen jatszanak maradékos osztason, oszthatosagi szabalyokon
alapulo szamjatékokat. (...) Nyerni akarnak, ezért természetes modon elemezni kezdik a
szabalyokat, lehetéségeket. Olyan kovetkeztetésekre jutnak, olyan elemzéseket végeznek,
amilyeneket hagyomdnyos feladatokkal nem tudnank elérni.” (10)

9. osztalyba (kerettanterv szerint, ahogy a 3. tablazat is mutatja) ugy érkeznek a
didkok, hogy tisztdban vannak a primszam, Osszetett szam fogalmaval, és tudjak az
oszthatosagi szabalyokat. A 9-10. osztalyban szamelméletbdl tanulandé ismeretek alig
haladjak meg az altalanos iskolas szintet, amint azt a 4. tablazat is mutatja. Amivel ilyenkor
talalkoznak a gyerekek, azok a korabban mar tanult oszthatosagi szabalyok, ujakkal kibovitve
az 5-6. osztalyos listat és a primtényezOs felbontas, legkisebb kozos tobbszoros, illetve
legnagyobb ko6zds oszté fogalmak. Az eddigiekhez képest teljesen 0j a relativ primség
fogalma. Ezek mellett esetleg kiegészitésként elhangozhatnak matematikatorténeti
érdekességek, valamint az, hogy végtelen sok primszam létezik.

Ebben a blokkban kovetelmény, hogy a tanult oszthatdsagi szabalyok rendszerezve
legyenek, a primtényezds felbontas segitségével tudjanak a gyerekek legnagyobb kozos osztot
¢s legkisebb kozos tobbszordst szamolni, valamint, hogy egyszerli oszthatdsagi feladatokat és
szoveges feladatokat meg tudjanak oldani. Fejlesztési kovetelmény még a gondolatmenet
kovetése, illetve egyszerti gondolatmenet megforditasa. Ebben a korosztidlyban tananyag a
kiilonb6zé szamrendszerek megismerése, illetve szamrendszerek egyenértékiiségének
belatasa, kiemelt figyelmet forditva a kettes szdmrendszerre, esetleg megemlitve Neumann

Janos nevét.




Tematikai egység/

Fejlesztési cél

Orakeret

2. Szamtan, algebra 66 6ra

Elozetes tudas

Szamolas racionalis szamkorben. Primszam, sszetett szam, oszthatosagi
szabalyok. Hatvanyjelolés. Egyszer( algebrai kifejezések ismerete, zarojel
hasznélata. Egyenlet, egyenlet megolddsa. Egyenlétlenség. Egyszerti szoveg
alapjan egyenlet felirdsa (modell alkotdsa), megoldasa, ellenérzése.

A tematikai egység

nevelési-fejlesztési

Tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban, tapasztalatszerzés.
Problémakezelés és -megoldas. Algebrai kifejezések biztonsagos ismerete,
kezelése. Szabalyok betartasa, tanultak alkalmazasa. Els6- és masodfokt
egyenletek, egyenletrendszerek megoldasi modszerei, a megoldasi modszer
onallo kivalasztasi képességének kialakitasa.

Gyakorlati probléméak matematikai modelljének felallitasa, a modell hatokorének
vizsgalata, a kapott eredmény Osszevetése a valosaggal; ellenérzés fontossaga. A

celjai problémahoz 1116 szamitasi mod kivalasztasa, eredmény kerekitése a tartalomnak
megfelelden.
Alkotés ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotés adott feltételeknek
megfelelden; atstrukturalas. Szamologép hasznalata.
3. tablazat: Részlet a kerettantervbol (10)
Ismeretek Fejlesztési kovetelmények Kapcsolodasi pontok
Szamelmélet elemei. A tanult oszthatosagi szabalyok
A tanult oszthatosagi szabalyok. rendszerezése. Primtényez6s felbontas,
Primtényez0s felbontas, legnagyobb kozos 0szto, legkisebb
legnagyobb ko6zos 0szto, legkisebb | k6zos tobbszords meghatarozasa a
kozos tobbszords. Relativ primek. | felbontés segitségével.
Matematikatorténeti és Egyszerti oszthatosagi feladatok,
szamelméleti érdekességek: szoveges feladatok megoldasa.
(pl. végtelen sok primszam létezik, | Gondolatmenet kovetése, egyszerii
tokéletes szdmok, baratsagos gondolatmenet megforditasa.
szamok, Ervelés.
Eukleidész. Mersenne, Euler,
Fermat)
Kiilonb6z6 szamrendszerek. A A kiilonboz6 szamrendszerek Informatika:

helyiértékes irasmod 1ényege.
Kettes szamrendszer.
Matematikatortéenet: Neumann
Janos.

egyenértékiiségének belatasa.

kommunikacié ember
és gép kozott,
adattarolas egységei.

4. tablazat: Részlet a kerettantervbol (9-10. osztaly) (10)

A Kkerettantervben a 11-12. évfolyamokon szamelmélethez kapcsolodoéan nincs

kitlizott anyagrész.

Ezek szerint a kerettanterv sokat var el a szdmelmélettél. Nem csak a széraz anyag

iIsmertetését tlizi ki célul, hanem a gondolkodas és a kompetencia fejlesztését is (pl.: igény a

stratégidk kiépitésére, bizonyitasi igény).

A kerettanterv bizonyos részei egyéni izlést tiikroznek, a nem kotelezd részeket

valasztasi lehetOségként tiintetik fel. Az Aaltalunk megkérdezett tanarok elsOsorban a




frappansan megfogalmazhat6, kozismert fogalmakon alapulod, érdeklddést felkeltd sejtéseket,

problémakat helyezték el6térbe, am a baratsdgos szadmokat egyikiik sem emlitette.

4. Tanarokkal készitett interjuk

A kerettanterv tanulmanyozasa utan kivancsiak voltuk arra, hogy a valosagban mit
tanitanak szamelméletbdl a kozépiskolakban. Ehhez azt tartottuk a legcélravezetobbnek, ha
el0szor ismerds, majd késobb ismeretlen tanarokat kérdeziink meg arrdl, hogy 6k hogyan
targyaljak a szamelméletet az Oraikon. Els6 korben harom vidéki (Kaposvari Egyetem
Gyakorlé Altalanos Iskola és Gimnazium, Kaposvar; Kazinczy Ferenc Gimnazium, Gydr;
Magyar Laszl6 Gimnazium, Dunafoldvar) és harom budapesti iskola (Babits Mihaly
Altalanos Iskola és Gimnazium, Ujpest; Nagy Laszl6 Altaldnos Iskola és Gimnazium,
Pesterzsébet; Varosmajori Gimnazium és Kos Karoly Altalanos Iskola, Budapest; Budapesti
Fazekas Mihaly Altalanos Iskola és Gimnazium, Budapest) tiz tandrival beszélgettiink.
Személy szerint: Bakos Csilla, Borbényi Andor, Kiszliné Kristofics Szilvia, Kdsa Eszter,
Marton Sandor, Nagy Agota, Nikhazy Laszléné, Orosz Gyula, Rostisi Nandor és Szabd
Szabolcs valaszolt kérdéseinkre. A feltett kérdések az 1. mellékletben taladlhatoak.

Alapjaban kétféle valasz érkezett. Ez a két irany annyira egyértelmii és szétvalaszthatd
volt, hogy rdjottiink, hogy varhatéan minden tanar e két valasz valamelyikét adna. A vélaszok
kozotti £6 kiilonbség a targyalt anyag mennyisége és mindsége volt. A tanarok egyik csoportja
rendkiviil fontosnak tartja a szamelméletet és nagy hangstlyt fordit e tananyag részletes
tanitasara. A masik csoport ezzel szemben nem amiatt kiiloniil el, hogy a megkérdezett
tanarok szerint a szamelmélet egyaltalan nem fontos. Hanem amiatt, hogy 6k kevesebb 1dot
forditanak az oktatasara és az 6rdkon csak az alapokkal foglalkoznak. Volt olyan tanar, aki azt
mondta, hogy a szdmelmélet anyag alapjaival foglalkoznak mar altalanos iskoldban is, ami
elegendd ismeret a didkok szdmara az érettségihez. Ezért ha 1id6hidny miatt valamit le kell
roviditeni vagy el kell hagyni a tananyagbo6l, akkor a szamelmeélet lesz az a témakor.

Els6ként arra voltunk kivancsiak, hogy a megkérdezett tanarok mikor és hany ordban
foglalkoznak ezzel a témakorrel. Az interjukbol kideriilt, hogy 7-8. osztalyban atlagosan
négy-ot €s 9. osztalyban is négy-ot orat tanitanak szdmelméletet. Egyetlen tanar emlitette meg
azt, hogy a 12. osztalyos ismétlésnél is eldveszi ezt a témat. A tobbi helyen csak fakultacion

¢s szakkoron szerepel a fels6bb évfolyamokon.
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Beszélgetésiink soran kitértiink arra is, hogy ki milyen tankdnyvekbdl tanit.
Alapvetden mindenki a Mozaik tankdnyvet hasznalja, de a tanarok tobbsége mas konyvekbdl
¢s feladatgylijteményekbdl is valogat feladatokat.

Az interjuk nagy részét a témakor részletezése tette ki. Tajékozodni szerettiink volna
arrol, hogy ki mit tanit szamelméletbdl a kiilonbozo évfolyamokon. Elészor a kerettantervben
talalhato ismeretekre, majd a tipusfeladatokra kérdeztiink ra.

Természetesen a kerettantervben meghatarozottakra mindenki azt a valaszt adta, hogy
tanitotta. Az oszthatosag, a relativ prim, a legnagyobb kozOs osztd, a legkisebb kozos
tobbszords fogalma, az oszthatosagi szabalyok, az egyszeri oszthatosagi feladatok és a
primtényez6s felbontds mind szerepel altalanos iskolaban. igy az alapfogalmak nagy részével
mar ekkor talalkoznak a diakok.

A kerettanterv matematikatorténeti kiegészitést és szamelméleti érdekességeket is
emlit. Az ezek emlitésével kapcsolatos kérdésekre mar kiillonbozo valaszok sziilettek. Példaul
azt, hogy végtelen sok prim van, azt mindenki megemliti az 6ran, néhany iskoldban még a
bizonyitas is eldfordul. Viszont a tokéletes szdmokrdl, a baratsigos szdmokrdl és hires
matematikusokrol (Eukleidész, Mersenne, Euler, Fermat) mar kevesebben beszélnek.

Ezeken kiviil rakérdeztiink konkrét tipusfeladatokra, fogalmakra is. A valaszok harom
csoportba sorolhatok:

1. mindenhol el6fordultak
2. ritkébban, vagy csak fakultacion fordultak eld
3. inkabb nem fordultak eld

Az 1. csoportba azokat a feladatokat soroltuk, amelyekre szinte mindenki azt mondta,

hogy foglalkoznak vele alaporan. Ide tartoznak a kovetkezok:
e az osztok szamanak meghatarozasa a primtényezds felbontasbol
e olyan tortes feladatok, melynek célja a legnagyobb kozos oszto és a legkisebb

koz6s tobbszords alkalmazasanak gyakorlasa
1 1

e pl:
Pl 8100 ~ Tes32

kiszamoléasa vagy %2 egyszerlisitése
Ezzel altaldban mar 6. osztalyban talalkoznak a gyerekek, igy a legnagyobb
koz0s oszto €s a legkisebb kdzos tobbszords fogalmaval is.

e szamelmélethez (féleg legkisebb kozos tobbszoroshdz) kapcsolodod szdoveges
feladatok

e a két leggyakoribb feladat a menetrendekkel, illetve a villanyoszlopokkal

kapcsolatos feladat
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a szamelmélet alaptétele mindenkinél szerepel, és egy tandr kivételével
mindenki névvel egylitt emliti

a kovetkezd tipusu feladat: 3|54x23, ahol x lehetséges értékeit keressiik egy
kivételével mindenhol el6fordult alapoéran 7. osztalytol kezdve egyre
bonyolultabb forméaban

ez szintén igaz a kovetkezore: 5|2a + 3b = 5|16a + 9b

az olyan tipust feladat, mint a (b,270) = 45, ahol a b lehetséges értékeit

keressiik mar kicsit megosztobb volt, ezt a tipust nem mindenki gyakorolja

A 2. csoportot azok a feladatok alkotjak, amelyek nem minden alaporan fordulnak eld,

tobb helyen csak fakultacion, szakkoron foglalkoznak veliik. Ezek azok a feladatok, amelyek

megosztjak a tanarokat a fent emlitett két iranyba.

3n+10
. ter9

— mely n egészekre lesz egész?

4|11..1—-55..5?

3|n3 —n!?

Milyen maradékot ad...? tipusu feladat

A 3. csoportba azokat a tipusokat soroltuk, amelyek csak egy-két tanarnal fordultak

el alaporan, és inkabb fakultacion, szakkoron jelennek meg, vagy ott sem.

a primszamok végtelenségének bizonyitasa

a teljes indukcid ¢és az indirekt bizonyitds megjelenése a szamelmélet
témakorénél

az eddigiektdl kiillonbozo, mas tipusu feladat

versenyfeladatok

Az interjui lezarasaként megkérdeztiik a tandrok véleményét arrdl, hogy fontosnak

tartjak-e a szamelmélet tanitasat, vagy az erre szant id6t inkabb massal toltenék-e ki. A

valaszok szerint jorészt egybehangzoan fontosnak tartjak. A kovetkezdket mondtak:

,Igen fontos. Alaporan a legfontosabb szabdlyokat, értelmezéseket vessziik, ami

sziikséges a kovetkezo tananyaghoz. Példaul az algebrai tortekkel végzett miiveletekhez tudni

kell a szamoknal tanult modszereket (legnagyobb kozds oszto, legkisebb kozos tobbszoras).

Részletesebben a fakultdacion foglalkozunk ezzel a témakéorrel.”

., Igen, mert fejleszti a gondolkodast.”

., Igen, mindent kell tudni beldle.’
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,lgen fontos, az egyik legfontosabb. Példaul az oszthatosagi szabalyokat mindig
kikérdezem, mert ennek a korosztalynak nem engedem a szamologép hasznalatat az orakon.

>

Ez nagyon nagy segitség ahhoz, hogy biztonsaggal tudjanak szamolni.’

5. Diakok fiizetei

A kozépiskolai tanarokon kiviil didkokkal is beszélgettiink, arrdl, hogy mit tanultak
szamelméletbol. A beszélgetések soran megkértiik Oket, hogy mutassdk meg
matematikafiizeteiket is. A megkérdezett didkok mindegyike azt mondta, hogy a szamelmélet
témakorét foleg 9. osztalyban és felsé tagozatban tanulta. Ezeket a flizetrészeket is
Osszegyljtottiikk és attanulmanyoztuk, hogy pontosabb képet kapjuk arrdl, hogy a kiilonb6zo
iskolakban hogyan tanitjdk ezt a témakort.

Ezeket a fiizeteket az orszag kiilonb6z6 helyeir6l kértik el, igy Budapestrdl,
Kaposvarrol, Zalaegerszegrdl, Dunaféldvarrdl, Szekszardrol, Siofokrol, Bajarol, Gyorbdl és
Kiskunfélegyhazarol is kaptunk fiizeteket. A tanulok iskolai kozott volt gimndzium,
szakkozépiskola és altalanos iskola is. A fiizetek atnézésekor nem tettiink kiilonbséget a
késobbi fakultacios, tagozatos, illetve a matematikat alap 6raszamban tanul6 diakok jegyzetei
kozott, mert elsésorban a 7-8-9. osztélyos fiizeteket néztiik, és ott még nincs ilyen kiilonbség.

A legalapvetobb fogalmak minden fiizetben szerepeltek, mégis jelentds eltérés volt a
kiilonbozd iskolakbol elkért fiizetek kozott a témakdr targyalasanak mélységét, illetve az arra
forditott idSt tekintve. A tovabbiakban két példat szeretnénk kiemelni, amelyek jol tiikrozik a

kiilonboz6 iskolak kozotti kiilonbséget a szamelmélet oktatasaban.

5.1. Egy hatosztalyos gimnazista fiizetének szamelmeéleti vonatkozasai

Az egyik megkérdezett didk a dunafoldvari hatosztdlyos gimnazium tanuldja. A
gimnazium alatt hasznalt fiizetei koziil a 7., a 8. és a 9. osztalyosban talaltunk szamelmélettel
kapcsolatos anyagrészeket.

Az elsd szamelméleti rész a 7. osztialyos fiizete elején taldlhato. A
hatvanyazonossagok ¢és a normalalak utan, a tortmiiveletek eldtt tanultdk a témakort 6t 6raban.
oszthatdsagi szabdlyokkal foglalkoztak. Az Osszes fontos oszthatosagi szabaly szerepel a
tanultak kozt: 2, 5, 10, 4, 25, 8, 125, 3, 9 és még a 11 is. Ezenkiviil néhany Osszetett szdm —
igy példaul a 6 és a 15 — oszthatosagara is adtak szabalyt. A szabéalyok alkalmazasat rogton

egy Osszetett feladattal szemléltette a tanar:
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., Egészits ki: 15|432[15A”

Definidltdk a primszamot is a kdvetkezOképpen: ,, Minden olyan természetes szam,
amelynek csak két osztoja van: az egy és onmaga.” Ezek utan az dsszetett szam definicidja a
kovetkezd: ,,a tobbi természetes szam”. Szemléltetésképp Eratoszthenészi-szitat is készitettek
1-t61 35-ig. Majd felirtdk, hogy az egy nem prim, a ketté pedig az egyetlen paros prim. Itt
kicsit megtévesztd lehet az Osszetett szam fogalma, hiszen ez alapjan az egyet az Osszetett
szdmok ko6zé sorolhatnank.

Kimondtdk még azt is, hogy minden szam felbonthaté primek szorzatira, de nem
nevezték meg a tételt. Gyakoroltdk a primtényezds felbontast és a fentihez hasonld
oszthatosagi szabalyok alkalmazasat. A szamelméletet megeldzé témakorhoz kapcesolodo,

hatvanyazonossagokat alkalmaz6 feladatokat is megoldottak. Példaul:

723542
084

., Egyszertisitsd a kévetkezot:

A kovetkezo ora a kozos 0sztokrdl és a kdzos tobbszorosokrol szolt. Eloszor példan
keresztiil ismerkedtek ezekkel a fogalmakkal. Felirtdk két szam primtényezds felbontasat,
majd az osztoéit, és bekarikaztak a kozoseket. Ezek utan kimondtdk, hogy mi a legnagyobb
kozos oszto. Erdekes az, hogy a definicié utdn rogton keziikbe adta a tanar a 1épéssorozatot a
legnagyobb kozds oszt6 kiszdmitasara.

,, Két vagy tobb természetes szam legnagyobb kozés osztojat ugy is megkaphatjuk,
hogy:

1. aszdmokat felbontjuk primtényezokre

2. vessziik azokat a primtényezoket, amelyek mindegyikben benne vannak (kézds)
3. az azonosak koziil mindig a kisebbik kitevojiit valasztjiuk (nem nagyobb)

4. és a hatvanyokat dsszeszorozzuk”

Majd gyakorlasképpen két ehhez kapcsolodd példat oldottak meg. Felirtdk, hogy a
legnagyobb kozds osztot legtobbszor a tortek egyszeriisitésénél hasznaljuk, és erre is néztek
két példat és néhany hazi feladatot. Példaul:

,Add meg a (72,108) és a (840,1800) értéket!”

y . , 36 1840
., Egyszeriisitsd a torteket egy lépésben: 5¢’ 3200 7

Azért tartjuk érdekesnek ezt a részt, mert itt kezdodik minden. Mégpedig az, hogy a
diakok kapnak a keziikbe egy algoritmust, amelyet begyakorolnak €s alkalmazzak, anélkiil,
hogy értenék azt. Elég sok gyakorldssal a mechanizmus rogziil és automatikussa valik.
Viszont ez az allapot csak addig marad fent, amig rendszeresen ismétlik, gyakoroljak. Ez

pedig azt jelenti, hogy ha a didk nem érti, hanem csak 1épések sorozata segitségével szamolja
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ki a legnagyobb kozds osztot, akkor rendszeres ismétlés nélkiil elhalvanyul a tudéasa és csak
hianyosan, pontatlanul tudja felidézni ezeket a 1épéseket. Igy a kozos oszto felirasa mar nem
lesz helyes, ennek eredményeképp az alkalmazasat, hasznalatat inkabb kikertiili. A legnagyobb
k6z06s osztd szamolasi modja igy nem ¢€piil be a megfeleld sémaba, igy nem valik hosszutavon
alkalmazhat6 tudassa. (Knausz 2001, 13)

A kovetkezd oOran a legkisebb kozds tobbszorost hasonloképpen vezették be. Egy
példaban két szam tobbszoroseit irtak fel, majd kivalasztottak a legkisebb kozoset. Ezutan
rogton algoritmus kovetkezett, majd ennek gyakorldsa. A gyakorlas utan felirtdk az
Osszefliggést, miszerint két vagy tobb szdm legkisebb kozos tobbszordsének és legnagyobb
koz0s osztojanak szorzata megegyezik a két vagy tobb szam szorzataval. Szerepelt az is, hogy
a legkisebb kozos tobbszordst a tortek 0sszevondsanal a nevezd keresésénél hasznaljuk. Ezt
7 40-21 _ 19 ,,

. oy reprale A7 _ _
rogton egy példaval szemléltették: v7s T 150 = "amo 750

A kovetkezd definicio a relativ primek fogalma volt. Ezt kimondték, de utdna a tortek
Osszeadasat, kivonasat és a kozds osztokat, tobbszordseket gyakoroltdk jo sok példan
keresztiil.

A témakort gyakorlassal zartdk le. Az eddig mutatott feladatokhoz hasonloakat
oldottak meg ujra. Az egyetlen ijdonsag a kovetkezd szoveges példa volt a legnagyobb kdzos
oszt6 gyakorldsara:

A kalozok zsakmanya 48 db tal, 712 db kehely és 100 db gyongy volt. Hanyan
lehettek maximum, ha ugy osztottak el a targyakat, hogy mindenki mindegyikbol azonosan
részesedjen?”

Legkozelebb a 8. évfolyamon, a tanév elején a hatvanyazonossag témakor utan keriilt
eld ismét a szdmelmélet. Ekkor egy tanorat forditottak ra, amelyben kicsit ismételték a 7.
osztalyban tanultakat. Ismét elOkeriilt az osztd, a tobbszorés pontos fogalma és az
Eratoszthenészi-szita is 32-ig. Ekkor az Osszetett szam fogalmat mar pontosan mondtak ki. A
szdmelmélet alaptételét Ujra leirtdk, és most mar nevet is adtak neki: az aritmetika
alaptételeként emlegettek.

A legkisebb kozds tobbszords fogalmat és kiszdmolasanak 1épéseit is atismételték, €s
egy példan szemléltették. Ezek utan massal nem foglalkoztak a témakor kapcsdn, még a
legnagyobb ko6zds osztoval sem, helyette inkabb a normalalak atismétlésébe kezdtek.

A flizet tanusaga szerint 8. osztalyban késobb nem foglalkoztak szamelmélettel vagy

szamelméleti vonatkozassal. Legkozelebb a 9. osztalyosban talalkoztak ezzel a témakorrel.
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A 9. évfolyamon a halmazmiiveletekkel kezdték matematika tanulmanyaikat, majd a
kombinatorikaval folytattdk. Mindkét témakorben eldkeriiltek szamelméleti alapfogalmak is.
Példaul a halmazmiiveletek gyakorlasakor az egyik halmaz elemei a tiznél kisebb pozitiv
paros szamok, a masik halmaz elemei pedig az egyjegytt primszdmok voltak.
Kombinatorikanal példaul a kovetkezd feladatot is megoldottak: ,, Hany hattal oszthato
hatjegyii szam képezheté a 0, 1, 2, 3, 4 és 5 szamjegyekbol?”

Konkrétan a szdmelmélet témakore a félév masodik felében a statisztika, hatvanyozas
és szamrendszerek utan keriilt eld naluk. Ekkor két tanoran keresztil ismételték at a
tanultakat. Az alapfogalmakat ismét leirtdk, és néhany példan keresztiil gyakoroltdk Oket.
Ekkor mar néhany szoveges feladatot is megoldottak, példaul a kdvetkezdeket:

1. ,,Az egyik buszjarat 30 percenkét, a mdsik 25 percenként indul. Ha 6 orakor

indulnak egyszerre, akkor 12 oraig hanyszor talalkoznak?”

2. ,, Az ut egyik oldalan villanyoszlopok, a masikon fak vannak. A fak 60, az oszlopok

35 méterenkent kovetik egymast. Ahol allunk pont szemben all egymassal egy fa és
egy oszlop. Mennyit kell sétalni a kovetkezo szembendlldsig?”

Ez az a két tipusfeladat — a menetrend ¢és a villanyoszlopok — az, amelyek minden
altalunk megnézett flizetben eldkeriilnek. Tobb helyen, mint ahogy ebben az esetben is csak
ez a két tipus fordult el6 a legkisebb kdzos tobbszords gyakorlasara, alkalmazasara. Ezzel
kapcsolatosan felmeriilt benniink a kérdés: a tanarok nem ismernek mas szoveges feladatot a
legkisebb kozos tobbszords gyakorlasara, vagy pont a kozismertségiik miatt valasztjak
ezeket?

Ujdonsagként keriiltek el a 9. osztilyos fiizetben az oszthatésdg tulajdonsagai.
Osszesen hét tulajdonsagot fogalmaztak meg, de ezekkel kapcsolatos feladatot nem oldottak
meg késobb. A szamelmélet témakorének targyalasa ezen az évfolyamon azzal fejez6dott be,
hogy az algebra és szamelmélet témazard dolgozatra vald késziiléskor még gyakoroltak egy-
egy példat a tortek egyszeriisitésével, Osszeadasaval, a legkisebb kozds tobbszordssel €s a
legnagyobb k6z0s osztoval kapcsolatban.

A késdbbiekben, 10. és 11. évfolyamon egyaltaldn nem szerepelt szamelmélet, viszont
12. osztalyban az Osszefoglalaskor egy kis iddre elOkeriilt. Konkrétan szamelméleti példa
csupan egy szerepelt a proba érettségire valo felkésziiléskor. Ott két szam legkisebb kozos
tobbszorosét és a legnagyobb kozOs osztojat hataroztdk meg. Ezen kiviil eldkeriiltek
szamelméleti fogalmak, illetve oszthatosagi szabalyok a kombinatorika, halmazmiiveletek és
logika ismétlésekor. Példaul:

., Két dobokockaval dobva mennyi a valosziniisége, hogy

16



e adobott szamok szorzata kisebb, mint 10?
o Osszegiik paros?
o egymas mellé leirva négyzetszam?
o szorzatuk oszthato 4-gyel?”
A sziikséges ¢€s elégséges feltétel gyakorlasakor szamelméletet is alkalmaztak a
szemléltetésre. Példaul a kdvetkezd feladatnal:
., Egy szam oszthato 12-vel
o sziikséges: 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 6-tal oszthato
o sziikséges+telégséges: 3-mal és 4-gyel oszthato
o clégséges: 24-gyel, 48-cal stb. oszthato
o nem sziikséges, nem elégséges: pl. 5-tel oszthato™
Lathatd, hogy a szamelméletet be lehet és be is épitik néhol mas témakorokbe. Itt
viszont lesziikiil a szdmelmélet: az oszthatdsagi szabalyokra és a primszdm fogalmara. Csak

ezek azok a szamelméleti fogalmak, amik felbukkannak mas témakorokben.

5.2. Egy négy évfolyamos szakkozépiskolas fiizetének szamelméleti
vonatkozasai

A masik példa, amit szeretnénk bemutatni, egy paksi szakkozépiskola négy
évfolyamos kornyezetvédelmi-vizgazdalkodéasi képzésén tanult didk flizeteinek a
szdmelméleti vonatkozasa.

Naluk 9. évfolyamon a tanév masodik felében keriilt el eldszor a szamelmélet
témakore a hatvanyazonossagok utan és a fiiggvények eldtt. Ekkor négy tanoéran keresztiil
foglalkoztak vele. A tanar rogton belevagott a témaba, mert feltételezte azt, hogy mar kelld
alapokkal rendelkeznek ebbdl a témakorbdl, hiszen a legalapvetobb fogalmakat altalanos
iskoldban mar tanultdk. Példafeladatokkal kezdték a témakort, — igy a tanar felmérhette, hogy
mi az, amire valoban emlékeznek is a tanulok, — utdna a tételek kimondésa kovetkezett, majd
nehezebb feladatok megoldasaval foglalkoztak.
kellett utdna nézniiikk. Az 6ran gyors ismétléssel kezdtek. Eldszor az oszthatdésag fogalmat
ismételték at példakkal szemléltetve a kovetkezOképp: ,, 7|21, mert 3€Z ¢s 7-3 = 21"
Lathat6, hogy nem 4&ltaldnositva, hanem példaval, de nagyon részletesen fejtették ki a
definiciot.

Kiilon foglalkoztak a nulla oszthatdsagaval, mint relacioval, és a nullaval vald osztas

értelmezésével, mint miivelettel, majd felirtdk egy szam pozitiv és valddi osztoit.
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crer

végtelen sok van beldliik. Foglalkoztak még azzal, hogy az egy se nem prim, se nem Gsszetett
szam. Ezek utan irtak egy példat primtényez0s felbontasra, és csak ezt kovetden mondtak ki a
szamelmélet alaptételét: ,, barmely osszetett szam felbonthato primszamok szorzatara”. AZ
oszthatdsagi szabalyok kapcsan pedig csak azt irtdk le, hogy hol tudnak utdnanézni a
tankonyvben.

Ezek utan feladatok megoldasaba kezdtek, az egyik feladat kapcsan pedig mégis
gyakorldséra irdnyultak, valamint az dsszetett szam és a prim fogalma koré csoportosultak. A
gyakorlés teljesen mas volt, mint a kordbban leirt gimnazista fiizetében. Egyrészt sokkal tobb
feladatot oldottak meg, masrészt itt csak harom példat oldottak meg a milyen x-re lesz
harommal oszthaté a 72x352 tipust feladatra. Helyette gondolkodtaté példak jelentek meg,
amelyek megoldasahoz ugyanazokra az ismeretekre volt sziikségiik, de igy itt nem mindig
ugyanaz a séma jelent meg. Ilyen feladatok voltak példaul a kovetkezok:

e 6|10 + 142~
e ,8|/(2k+1)2—1,hak € 7?”

Ezutan arrél tanultak, hogy hogyan allapitsdk meg az osztok szamat a szam
primtényez0s felbontasabol. Ezt részletesen, magyarazattal kiegészitve, tobb példan keresztiil
szemléltették.

Ezt kovetden a legnagyobb kozds osztoval és legkisebb kozbs tobbszorossel
foglalkoztak egyszerre. A kiszamolasuk lépéseit par szoban Osszefoglalva irtak le, majd
rogton gyakoroltdk tortek egyszerlisitésén, Osszeadasan keresztiil és ezek kiszdmolasara
iranyuld direkt feladatokban. Felirtdk azt is, hogy e ketté szorzata megegyezik a két szam
szorzataval, majd egy szoveges példat is megoldottak a legkisebb kozds tobbszordssel
kapcsolatosan. Ezzel fejezték be ezt a témakort, és a szamrendszerekkel kezdtek foglalkozni.

Az Gsszefoglalasnal ismét gyakoroltak a szamelméleti alapfogalmakat két tanoran
keresztiil. Ezen a két oran hasonld feladatokat oldottak meg, mint az eddigiekben.
Megjelentek a kordbban emlitett menetrendhez, illetve fahoz-villanyoszlophoz kapcsolodo
szoveges feladatok is.

A tanul6 fiizeteiben a késdbbiekben mar nem keriiltek el¢ szamelmélethez kothetd
feladatok 9. osztalyban.

Mint ahogy mar emlitettiik, elég sokszinli volt a szamelmélet témakdr tanitisa a
kiilonbozd varosokban, iskolakban. Volt, ahol csak az alapokat vették, csupdn annyit,

amennyi az €rettségire sziikséges a diakoknak. Viszont volt, ahol bdvebben tanultak ezt az
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anyagrészt és nehezebb, gondolkodtaté feladatokat is megoldottak. Erdekes kérdés még az,
hogy a szdmelmélet témakorének tanitdsan kiviil hol bukkan még fel ez a téma. Ez is
meglehetdsen kiilonbozo volt a kiilonb6zo iskolakbol szarmazé fiizetekben, de az altalanos
tapasztalat az volt, hogy csak a logikanal, a halmazmiiveleteknél, a kombinatorikanal ¢és a
valoszinliség-szamitasnal keriilnek eld szamelmélettel kapcsolatos fogalmak, de altalaban
ezek se mutatnak tul az oszthatdsagi szabalyokon, a primszamokon és a paros szdmokon.
Fakultacios ordkon tobb helyen keriilnek még eld tovabbi szamelmélettel kapcsolatos

feladatok. Pé¢ldaul a kovetkezd tipusu feladat, ahol a szdm osztéit kell meghatarozni a
feladatmegoldaskor: ,, Mely egész x-ekre lesz az g is egész?”

Alapéran ilyen jelleghi feladat csak ritkan fordul elé. Az altalanos tapasztalat az volt,
hogy a szamelmélet alapfogalmait mindenhol megtanitjak, és 9. osztilyban még tudjak is
azokat a didkok, altalaban — a megkérdezett tanarok elmondasa alapjan — jo dolgozatokat
irnak a tanulok ebbdl az anyagrészbdl. Az atnézett fiizetekben legalabb négy orat foglalkoztak
szdmelmélettel, és a kerettantervben meghatarozott kovetelményeket teljesitették. A kérdés
tovabbra is az, hogy miért nem emlékeznek ra kés6bb, ha tanultdk a témakort és jo

dolgozatokat irtak beldle.

6. Erettségik

A kerettanterv utan végignéztilk az 0sszes matematika érettségit 2005-t61 2014-ig.
Meglepddve tapasztaltuk, hogy alig talaltunk a feladatsorokban szdmelmélet feladatot. Ha
eléfordult, akkor is minddssze egy-két pontért.

Elso6ként a kozépszintii feladatsorokat targyaljuk. Szeretnénk Gsszefoglalni azt, hogy
az eddigi érettségi feladatokban milyen szamelmélethez kapcsolodo tudasra kérdeztek ra,
milyen formaban és mindezt hany pontért. A teljes feladatszovegek a 2. mellékletben
talalhatoak.

A szamelmélet témakdr tobbféleképpen is eldkeriil a kozépszintli érettségiben. Az
egyik eléforduléds az, amikor egyszerti szamelmélet feladatrol beszélhetiink.

Példaul: 2009. majus: (7)

8.) Irja fel 24 és 80 legkisebb kizis tobbszordsét! (2 pont)

llyen feladatbol csupan kilenc talalhaté az elmult tiz év 23 érettségi feladatsoraban

altalaban 2 pontért. Ezek a feladatok a primtényezds felbontdssal, a legkisebb kozos
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tobbszorossel, a legnagyobb k6zos osztdval, az osztok meghatarozasaval vagy az oszthatosagi
szabalyok alkalmazésaival kapcsolatosak.
Talalkoztunk Gsszetettebb, tobb anyagrészt sszekapcsolo feladatokkal is.
Példaul: 2010. oktober: (7)
8.) Dontse el, hogy az alabbi dllitasok koziil melyik igaz és melyik

hamis!

1. Minden primszam paratlan.

1I. Létezik paratlan primszam.

11l. Minden egész szam racionalis szam.

1IV. Van olyan irracionalis szam, amelyik felirhato két egész szam

hanyadosaként. (1-1-1-1 pont)

Ilyen jellegli feladatbol Gsszesen négy talalhaté az eddigi érettségi feladatsorokban.
Koziiliink harom 2 pontért, egy pedig 4 pontért. Ezek a feladatok a prim fogalméra vagy egy
oszthatdsagi szabaly alkalmazasara kérdeznek ra.

Ezeken kiviil beszélhetink még olyan érettségi feladatokrol is, amelyek mas
matematikai témakorhoz tartoznak, am vannak szamelméleti vonatkozasai. Ez haromféleképp
fordult el6 az eddigi érettségikben: kombinatorika, valdszinliség-szamitas vagy
halmazmiiveletekkel kapcsolatos feladat formajaban. Ezek valamelyik oszthatdsagi szabaly
alkalmazaséra kérdeztek ra.

Példaul: 2011. oktober: (7)

17. b) Hany 4-gyel oszthato hétjegyii szam alkothato az 1, 2, 3, 4, 5
szamjegyekbdl?

Az atnézett huszonharom érettségi feladatsorban tiz feladat volt, melyben rakérdeztek
az oszthatosagi szabalyok alkalmazasara, két olyan volt, amelyben a prim fogalma keriilt eld
¢és egy, amelyben az osztok meghatarozasa volt a feladat. Ezeknél a feladatoknal nem lenne
értelme a pontszdmot felidézni, hiszen a hangsuly a kombinatorikdn, a valoszinliség-
szamitason vagy halmazmiiveleteken volt. A szamelmélet csak kiegészitette, szinesitette és
Osszetettebbé tette az adott feladatot.

Osszefoglalva tehat elmondhatjuk, hogy kozépszintii érettségin nagyon kevés feladat
szerepel szamelméletb6l. Ha el6bukkan egy-egy, akkor altaldban 2 pontért, és az is a

legalapvetdbb fogalmakra kérdez ra, melynek nagy részét mar 6. osztalyban tanuljak a diakok.
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Altalanos iskolas tanulmanyaik végére pedig az Osszes olyan szamelméleti ismerettel
rendelkeznek, ami eléfordulhat az érettségin. Ezek olyan feladatok, ahol szinte gondolkodas
nélkil kell alkalmazni az ismert fogalmakat, oszthatosagi szabalyokat. Ezekben a
feladatokban szamelméleti vonatkozasok annyira elenyész6 szamban fordultak el6 az eddigi
érettségikben, hogy nem is igazan érdemes besz¢lni roluk.

Két feladatot szeretnénk még kiemelni. Az egyik a legtobb pontot érd, ezaltal
»legbonyolultabbnak™ titulalt szamelmélethez kapcsolhatd feladat, ahol mar &nallo
gondolatokra is sziikség lehet.

2006. februar: (7)

15. Osszeadtunk 6tvenét egymdst kévetd pozitiv paratlan szamot, az

osszeg értéke 3905.

a) Melyik volt az 6sszegben az elsd, illetve az otvenotodik paratlan

szam?

b) Melyik az osszeadottak kozott a legkisebb olyan szam, amelynek a
primtényezos felbontdsaban két kiilonbozo primszam szerepel, és a

négyzete otre végzodik?
(8 + 4 pont)

A masik a kdvetkezd 2 pontot érd feladat.
2008. oktober: (7)
1. Adja meg a 24 egyjegyii pozitiv osztoinak halmazat! (2 pont)

Ezt a feladatot azért tartjuk érdekesnek, mert egy véletlen kapcsan raakadtunk egy 3.
osztalyos tankonyvben. Ott a 24 osztdit kellett felsorolniuk a gyerekeknek. Ebbdl jol latszik,
hogy az érettségi feladatokban szerepld szamelméleti fogalmak egy részét mar 3. osztalyban
tanuljak a gyerekek, illetve van olyan érettségi feladat, amit méar akkor meg tudndnak oldani.
Az 0sszes eddigi szamelmélethez kapcsolodo érettségi feladathoz sziikséges fogalmat pedig
mar egy 7. osztalyos didk is tanulja.

Az eddigieket Osszefoglalva igy csoportositottuk az eddigi érettségikben el6éfordult
szdmelméleti feladatokat:

e oszthatosagi szabaly (3, 4, 5, 6, 8, 10, 9, 20, 60)
e 24 pozitiv osztdinak halmaza

o 24 ¢s 80 legkisebb kozos tobbszdrose
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e 2010 pozitiv oszt6i, amelyek primszamok
e 10-nél kisebb pozitiv primszamok halmazanak és hattal oszthatd, harmincnal
nem nagyobb pozitiv egészek halmazanak metszete
e 420 primszamok szorzataként
e igaz/hamis tipusu feladat: prim, legkisebb kdzos tobbszords, legnagyobb kozos
0szt0, oszthatdsag
Az emelt szintii érettségi esetén mas a helyzet. Osszesen két részfeladatot talaltunk az
elmult évek érettségi feladatsoraiban, amik szamelméletinek mondhatok.
2006. majus: (7)
4. a) Legyen (a,) egy mértani sorozat, melynek elsé tagja 5,
hanyadosa 3. Mennyi a valosziniisége, hogy ha ennek a mértani
sorozatnak az elsé 110 tagjabdl egyet véletlenszeriien kivdlasztunk,

akkor a kivalasztott tag 11-gyel osztva 1 maradékot ad? (6 pont)

2010. oktober: (7)
2. b) Irja fel a 45-nek azt a legkisebb pozitiv tobbszorosét, amely csak

a 0 és a 8-as szamjegyeket tartalmazza! (7 pont)

E kettén kiviil hat olyan valdszinliség-szamitas témaju feladat volt az eddigi emelt
szintli érettségikben, amelyek tartalmaztak szdmelméleti vonatkozasokat, de azok is csak
oszthatosagi szabalyok voltak. Ezek alapjan kijelenthetjiik, hogy az emelt szintli irasbeli
érettségihez nem kell kdzvetlen szamelméleti tudas.

Az emelt szinti érettségin viszont az egyik szobeli tétel részeként jelen van a
szamelmélet. 2014-ben példaul a 2. tétel a kovetkezdket tartalmazta:

Valos szamok halmaza és részhalmazai. Szamelméleti alapfogalmak és

tételek. Szamrendszerek.

Lathato tehat, hogy az emelt szintii érettségihez tudni kell a szamelméletet, de itt is

csupan az alapfogalmait és tételeit.

7. Keérdoivek

A megkérdezett tanarok és diakok valaszai alapjan készitettiink egy kérddivet a
didkoknak. (A kérdéivek a 3. melléklet, 4. melléklet, 5. melléklet és 6. mellékletben

talalhatéak.) A kérddiv célja az volt, hogy az interjuk alapjan levont kovetkeztetéseket
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alatamasszuk. Arra voltunk kivancsiak, hogy mit tanitanak az éltalanos- és kdzépiskolaban a
diakoknak, és arra, hogy mi az, ami abbo6l megragad benniik.

A kérdoéivet ugy allitottuk 0ssze, hogy ne tartson til sokaig a kitoltése, mégis jo képet
adjon arrél, hogy mirdl hallottak €s mirdl nem hallottak a diakok. A kérdésekben elsOsorban a
kulcsfontossagli fogalmakra kérdeztiink ra tobbféleképpen. Nem azt akartuk felmérni, hogy
iIsmerik-e a didkok a kérdésben szereplé fogalmakat és tételeket, és hogy tudjak-e hasznalni
azokat, hanem azt, hogy tanitottak-e nekik, hallottak-e rola, feltételezhetjiik-e ezek tudasat.

A kérdoiv osszeallitasanal torekedtiink arra, hogy a lehet6 legjobban lefedjiik az elemi
szdmelmélet témakorét. Ezért az oszthatosdghoz, a primszdmokhoz, a szdmelmélet
alaptételéhez, a maradékos osztashoz, a szdmrendszerekhez, a hatvanyozashoz és az algebra
iranyaba mutatd szamelméleti témakhoz kapcsolodd kérdéseket tettiink fel. Mindemellett
szem elOtt tartottuk azt is, hogy a kérdésekkel kiilonbozd mélységi szinteket célozzunk meg.
fgy szerepel kozottik olyan, amirél azt gondoljuk, hogy a szamelmélet témakor
feldolgozasanak elengedhetetlen épitdeleme, valamint olyan is, ami valdszinlileg csupan
részletesebb feldolgozaskor keriil eld. A konnyebb és nehezebb kérdések segitségével
szerettlink volna visszajelzést kapni arrdl, hogy a didkok mennyire vették komolyan a
valaszadast.

A kérdéseket alapvetden harom szempont szerint csoportosithatjuk az 1. abran lathatéd

moédon.
TEMAKOR NEHEZSEG TIPUS
e oszthatésdg o kénnyi o fogalom neve
o primszamok o nehéz e fogalom tartalma
o szamelmélet alaptétele o fogalom egy alkalmazdsa

o maradékos osztas
o szamrendszerek
e hatvanyozas

o algebra iranyaba mutato
szamelméleti kérdések

1. abra: Kérdések csoportositisa

Abbol kiindulva, hogy egy negyedik osztalyba késziild kisdidk a neki megfeleld

szamkorben el tudja donteni minden szamrol, hogy oszthato-e 2-vel vagy 5-tel, tud
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maradékosan osztani €¢s a maradékokkal szdmolni, azt gondoltuk, hogy a kovetkezd kérdések
konnytinek szamitanak:

Ismered a 2-vel és 5-tel valo oszthatésagi szabadlyt?
Tudod, hogy mi az a maradékos osztds?

Az elbézetes felmérés soran megkérdezett tanarok és didkok valaszai arra engedtek
kovetkeztetni, hogy az aldbbiak a nehéz kérdések koz¢ tartoznak majd:
Tudod hogyan lehet atvailtani egy 4-es szamrendszer szamot 5-0s

szamrendszerbelivé?
Tudtad, hogy a — b|a™ — b™ minden n egészre?

Szamrendszerek kozotti atvaltdsokra kevés 1d6t forditanak a tandrdkon, igy
legtobbszor csak a 2-es és 10-es szamrendszerek kozotti atvaltdsokkal ismerkednek meg a
tanulok. A masik kérdést azért gondoltuk nehéznek, mert igy, altalanos alakban nem szoktak
kimondani ezt az azonossagot, csupan n = 2, illetve n = 3 esetekre.

A kérd6iv kérdéseit nem csak nehézségiik szerint, hanem tipusuk alapjan is
csoportosithatjuk. Alapvetéen harom tipusba sorolhatjuk azokat:

1. Rakérdeztiink a fogalom nevére, példaul:
Hallottad mar a relativ prim kifejezést?

2. Raékérdeztiink a fogalom tartalmara a fogalom megnevezése nélkiil, példaul:
Tudtad, hogy minden egész szam felbonthato primek szorzatdra?

3. Rakérdeztiink a fogalom egy alkalmazasara. A kovetkezd példahoz hasonlo feladatot

szinte minden megkérdezett didk flizetében lattunk:

Taldlkoztal ilyen tipusu feladattal: 3|54x23, ahol x [ehetséges

ertekeit keressiik?

A fenti harom kategdridba minden kérdés egyértelmiien besorolhatd. Azonban egyes
fogalmakra és tételekre tobbféleképpen is rakérdeztiink, igy azok tobb kategdridba is

beleillenek. Tisztaban vagyunk azzal, hogy a didkok nem feltétleniil kotik a fogalmakat az

crer

formaban rogziil a tartalom és az elnevezés. Ezért azt gondoltuk, hogy ha tobbféleképpen is
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rakérdeziink bizonyos fogalmakra, akkor arnyaltabb képet kaphatunk a didkok tudasarol. A
tovabbiakban nézziink ezekre néhany példat.
Volt olyan tétel, amire (1)-es és (2)-es tipusu kérdéssel is rakérdeztiink, példaul:

(1) Hallottal a szamelmélet alaptételérol?
(2) Tudtad, hogy minden egész szam felbonthato primek szorzatara?

A legnagyobb ko6zos osztora vonatkozo kérdéseink a (2)-es és (3)-as kategériaba
tartoznak:

(2) Hallottad mar a legnagyobb kézds oszto kifejezést?
(3) Tanultad a tortek egyszeriisitését?

A kérdéseinkkel nem azt akartuk felmérni, hogy a didkok ténylegesen tisztdban
vannak-e a kérdésben szerepld fogalmakkal, hanem azt, hogy tanultak-e és emlékeznek-e ra.
Ennek megfelelden az alabbi négy valaszlehetdséget adtuk a kitoltoknek:

1. biztosan nem volt ilyen

2. nem emlékszem r4, hogy lett volna ilyen

3. hallottam mar rdla, de nem tudom pontosan mi az
4. hallottam és tudom is, mit jelent

A négy valaszlehetdséget ugy hatdroztuk meg, hogy lehetéleg mindenki taldljon
kozottiik szamara megfeleldt. Az elso kettd arra az esetre vonatkozik, amikor a didkok nem
emlékeznek arra, hogy hallottak mar a kérdésben szerepld fogalomrol, a masodik kettd pedig
arra az esetre, amikor a didkok tisztaban vannak vele, hogy hallottdk mar a kérdéses fogalmat.

Az elsdé két valaszlehetoség kozott latszolag nincs nagy kiilonbség, mégis egészen
mast jelent az, ha valaki teljesen hatarozottan allitja, hogy soha nem hallott az adott tételrdl
vagy fogalomrdl és az, amikor nem ennyire biztos a dontésében, vagyis nem zarja ki annak
lehetdségét, hogy hallott mar rola. Ennél joval markansabb kiilonbség érezhetd a harmadik €s
a negyedik opcio kozott. Ezek a valaszok feltételezik, hogy a didkok kordbban tanultdk a
kérdésben szerepld fogalmat vagy tételt, hallottak mar réla. A lényeges kiilonbség a kettd
kozott az, hogy a negyedik lehetdséget valasztd didkok ugy gondoljak, hogy fel is tudjak
1idézni a korabban elsajatitott ismeretet, mig a harmadik lehetdséget valasztok nem
emlékeznek tisztan a fogalomhoz kothetd definiciora vagy a pontos tételre.

A kérdbivnek két valtozatat készitettiik el. Ezek a 3. mellékletben és a 4. mellékletben

lathatoak.

25



A kérddiveket a didkok anonim modon toltotték ki. Minket a nevilk helyett a
korosztalyuk érdekelt elsdsorban, illetve az, hogy milyen formaban tanuljak/tanultak a
matematikat. A szamelmélettel kapcsolatos kérdések elétt ezekre vonatkozo kérdéseket is
feltettiink, ahol a megfeleld valaszt kellett aldhuzniuk a kitoltoknek. Ezeken kiviil azt is
megkérdeztiik, hogy milyen nemi a kitoltd, hatha késébb fontossd valna szamunkra ez az
informacio.

Mindkét valtozatban tizenhat szamelmélettel kapcsolatos kérdést tettiink fel a
didkoknak. Lathatd, hogy a két kérddivben Iényegében ugyanazok a kérdések szerepelnek,
csak mas sorrendben. Ezek nem csupan azért késziiltek igy, hogy a didkok ne puskazzanak
egymasrol, hanem azt szerettiik volna megvizsgalni, hogy a fogalomrdl esziikbe jut-e a
gyerekeknek az alkalmazas, illetve az alkalmazasrol esziikbe jut-e a fogalom. Mivel a kérd6iv
kitoltésére kevés id6 allt rendelkezésre, ezért azt feltételeztiik, hogy a didkok sorrendben,
visszatekintés nélkiil valaszolnak a kérdésekre.

Az elébbiekben megemlitett példanal maradva kivancsiak voltunk arra, hogy a Tudtad,
hogy minden egész szam felbonthato primek szorzatara? kérdést elolvasva eszébe jut-€ a
kitoltének, hogy azt a szdmelmélet alaptételének hivjdk. Vagy forditva: a szamelmélet
alaptételérdl eszébe jut-e, hogy az mit takar. Természetesen azt gondoljuk, hogy akik mar
ismerik a szdmelmélet alaptétele kifejezést, azoknak a kérdések sorrendisége nem szamit.

Varhatéoan vannak olyan gyerekek, akik még nem jutottak el a memorizalas utolso
stadiumaba, igy nem egyforma erdsen rogziilt benniik a fogalom és a tartalom. Ezekt6l a
gyerekektdl azt varjuk, hogy ha elébb olvassdk a kimondott tételt, akkor esetleg a masik
kérdésnél mar kapcsolnak, és a tétel nevérdl is tudni fogjak, hogy mirél van sz6. Mig azok,
akiknél a tétel nevét tartalmazo kérdés van eldbb, nem fogjak azt ikszelni, hogy ismerik a
tételt.

Amitdl mi jobban tartunk, az sokkal inkabb az, hogy ezek a fogalmak mar rogziiltek,
de amiatt, hogy nem frissitették kelld gyakorisaggal, ezek a kotelékek lazultak. Mint ahogy
lattuk 1is, ha valaki sokédig nem foglalkozik egy fogalommal, akkor hajlamos arra, hogy
ismétlés vagy Gjratanulds nélkiil mar ne emlékezzen ra. Knausz Imre igy fogalmazott errdl:
A leghatékonyabb tanitasi modszer esetén is évekre van sziikség ahhoz, hogy az elsajatitds
valoban bekovetkezzék, hogy tehat a témazaro dolgozattal még korant sincs minden
befejezve.” (Knausz 2001, 7)

A kérdésparokra adott valaszok korosztalyonkénti vizsgélata igazolhatja egyik vagy
masik, esetleg mindkét feltevésiinket. Ha az id6 mulasaval egyre kisebb az Osszefiiggés a két

kérdésre adott valasz kozott, az valdoban jelentheti azt, hogy a kotelék lazul. Ebben az esetben
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az feltételezhetd, hogy a tanar nem alkalmazta a spiralitds elvét, és ezzel a régen megtanitott

informacid elvész.

8. AKitoltés megszervezése, a kérd6iv masodik valtozata

Kérddiveinkkel els6sorban harom korosztalyt céloztunk meg: a 10. és 12.
osztalyosokat és az elsOéves egyetemistakat.

Ahogy azt mar korabban emlitettiik, a kerettanterv szerint kozépiskolaban a 9. és a 10.
¢évfolyamokon foglalkoznak a szamelmélet témakorével. Sajat kozépiskolai tapasztalataink, a
megkérdezett tandrok véleménye €s a hasznalatban 1évé kozépiskolai matematika tankonyvek
alapjan arra kovetkeztethetiink, hogy 9. osztdlyban, az év elején targyaljak ezt az anyagrészt
az iskolakban. A kérd6ivek kitoltetését 2013 novemberében kezdtiik el. Ekkor nem tudhattuk,
hogy a 9. évfolyamosok foglalkoztak-e mar a szamelmélet témakorével, igy nem Oket, hanem
a 10. osztalyosokat valasztottuk a megkérdezendd legfiatalabb korosztalynak. Azt gondoltuk,
hogy az 0 tudasuk még friss, és jol fognak emlékezni a kérdésekben szerepld fogalmakra,
tételekre és alkalmazésokra.

A 12. osztalyosok valaszaira is kivancsiak voltunk, hiszen ez a korosztily az
érettségire késziil, igy a teljes kozépiskolai matematika tananyaggal tisztaban kellene lennie.

Harmadikként az elsdéves egyetemistak korosztalyat valasztottuk, hiszen kutatasunk
abbdl az észrevételbdl indult ki, hogy az elsééves szamelmélet eldadason a hallgatok a
legalapvetébb szamelmélettel kapcsolatos fogalmakra sem emlékeznek. Igy természetesen az
0 valaszaik 1s érdekeltek benniinket.

A kérddiveket eldszor egy szlikebb korrel toltettiik ki. Az elsé 649 kitoltd valaszait
tanulmanyozva kidertilt szdamunkra, hogy a kérdéivbe belekeriilt néhany tal konnyli és néhany
félreérthetd kérdés is. Azért, hogy ezeket a hibakat korrigaljuk, elkészitettiik a kétféle kérddiv
modositott valtozatat. Ezek az 5. mellékletben és a 6. mellékletben tekinthetok meg.

Félreérthetd kérdés volt példaul a kovetkezo:

Tudsz modszert az osztok szamanak meghatarozasara?

Ezt a kérdést a mddositott valtozatokbol teljes egészében kihagytuk.

A tortek egyszerlisitésével és kozos nevezOre hozasaval kapcsolatos kérdésekre
tulzottan egybehangzo valaszok érkeztek. Ezeknél majdnem mindenki a negyedik
valaszlehetSséget jeldlte be, vagyis azt, hogy hallotta és tudja is, hogy mit jelent. fgy tettiik fel

ezeket a kérdéseket az elsd valtozatokban:
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Tanultad a tortek egyszeriisitését?
Tanultad a tortek kozos nevezore hozasat?

A legnagyobb kozos osztora €s a legkisebb kozds tobbszordsre vonatkozo kérdésekre
legtobbszor ugyanazt a valaszt adtak a didkok, ezért ezeken is valtoztatni szerettliink volna. Az
elsd valtozatokban a kovetkezoképp tettiik fel ezeket a kérdéseket:

Hallottad mar a legkisebb kozos tobbszoros kifejezést?
Hallottad mar a legnagyobb kozos oszto kifejezest?

A fenti négy kérdés helyett a modositott valtozatokba a kdvetkezo kettd keriilt bele:

Tanultal a legnagyobb kozos osztorol?

Tanultad, hogy a legkisebb kézds tobbszordst a tortek dsszeaddsandl

hasznaljuk?

Igy ezzel a két kérdéssel lefedtiik a legnagyobb kozds osztd és legkisebb kozos
tobbszoros, illetve a tortek témakorét is.
A kérddivek elsé valtozatai egyetlen kérdésben kiilonboztek egymastol. Az A
valtozatban ez a kérdés szerepelt:
Tudtad, hogy az a™ — b™minden pozitiv n egész esetén felbomlik
(a—b)(@™ !+ a™ 2b+...+b™ 1) alakban?

Mig a B valtozatba ez a kérdés kertilt:
Lattal mar olyan feladatot, hogy milyen x-re lesz 3-mal oszthato az
54x327?

A kérdbivek modositott valtozataiba — a C és D valtozatba egyarant — mar mindkét
kérdést beletettiik.

Ugy gondoltuk, hogy tobb alkalmazashoz kapcsolodé kérdésre lenne sziikség annak
megallapitdsdhoz, hogy mennyire részletesen tanuljak a szamelmélet anyagrészt a diakok az
iskolaban. Igy ezeket a kérdéseket is beletettiik a kérdéivek uj valtozataiba:

Lattal mar olyan feladatot, hogy milyen szamjegyre végzodik a
192012?

Lattal olyan feladatot, hogy a 100! hany 0-ra végzodik?
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Hallottal mar arrdl, hogy egy négyzetszam 3-mal osztva milyen
maradékot adhat?

A tobbi kérdésen érdemben nem véltoztattunk. Némelyik megfogalmazéasan
modositottunk csak egy kicsit, hogy a valaszlehetéségek jobban kapcsolédjanak a
kérdésekhez. A négy valaszlehetdséget is hasonld okokbdl fogalmaztuk at. A modositott
valtozatokban ezeket az opciokat adtuk a didkoknak:

1. Dbiztosan nem volt ilyen

2. nem emlékszem ra, hogy lett volna ilyen

3. hallottam mar rola, de nem tudom pontosan mi az/nem tudnék ra pontosan
valaszolni

4. hallottam és tudom is, mit jelent/tudnék ra valaszolni

A leirtak alapjan elkésziilt modositott valtozatok az eddigi tizenhat helyett tizenhét
kérdést tartalmaznak. Mivel a tizenhét kérdés egyikét sem szerettiik volna elhagyni, — mert
akkor egy éaltalunk fontosnak tartott anyagrészre nem tudtunk volna rédkérdezni, — és ugy
gondoltuk, hogy az eggyel tobb kérdés megvalaszoldsa nem vesz el sokkal tobb iddt a
tanorabol, ezért nem ragaszkodtunk hozza, hogy a moddositott valtozatokba is ugyanannyi
kérdés keriiljon, mint az els6 valtozatokba.

Kivancsiak voltunk arra is, hogy a megkérdezett didkok milyen formaban
tanuljak/tanultak a matematikat, ezért a szamelmélettel kapcsolatos keérdések elott egy erre
vonatkoz6 kérdeést is feltettlink, ahol a megfeleld valaszt kellett alahtizniuk a kitoltoknek. A
kérddiv elsd valtozataiban igy tettiik fel a kérdést:

Ha jartal ezek valamelyikére, akkor huzd ala:
* matematika fakultdcio
* matematika tagozat

Késdbb viszont rajottiink, hogy ez nem volt szerencsés megoldas, mert nem volt
egyértelmil, hogy az illeté nem jart tagozatra és fakultaciora sem vagy csak atugrotta ezt a
kérdést és rogton a szamelmélethez kapcsoloddakra kezdett el valaszolni. Ennek okéan ez a
rész is modositasra keriilt. fgy formaltuk at:

Milyen formadban tanulod a matematikat? (huzd ala)
* normal

* matematika fakultdcio
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* matematika tagozat

9. A kérdoivek kiértékelése

A kérddiveket 6sszesen 1231 tanuld toltotte ki. Kiilonbozd varosok kiilonb6zd szintii
iskolaiba vittiik el a kérddiveket, hogy minél tisztabb képet kapjunk arrol, hogy mire
emlékeznek a didkok a kozépiskolai szamelmélet tananyagbol. A kitdltok kozott voltak vidéki
— dunaf6ldvari, kaposvari és szekszardi — és kiilvarosi budapesti iskolak is. Kérdéseinkre
valaszoltak matematika irant érdeklddd, matematika szakos elsééves egyetemistak €s olyan
els6évesek is, akik az érettségi utan nem kivantak tobbet matematikaval foglalkozni.

A valaszadodkat elsdsorban korosztaly szerint csoportositottuk. Masodlagos rendezési
szempontunk az volt, hogy a kit6ltdk milyen formaban tanuljak/tanultdk a matematikat. A
tovabbiakban azokat a felsdoktatdsban tanuld hallgatokat, akik kozépiskolai tanulmanyaik
soran matematika fakultaciésok vagy tagozatosok voltak felsGoktatasbeli fakultaciosokként
emlegetjiik, mig azokrol, akik nem jartak matematika fakulticiora felsdoktatasbeli normal
szinten tanulokként beszéliink majd.

A kitoltok korosztalyok szerinti eloszlasat a 2. abra szemlélteti.

felsGoktatds, 7 ":; f::ill)"
fakultdcio s 10. osztély,
15% normdl
24%
10. osztdly,
tagozat
1%
S —
11. osztdly,
felsGoktatds, fakultdcié
normal 1%
= 12. osztdly,
normadl
12. osztdly, 21%
fakultdcio

3%
2. abra: A kérddivek kitoltoi korosztaly szerinti

A kérdéivekkel kapcsolatos statisztikdk elkészitésében Erdélyi Eva, a Budapesti
Corvinus Egyetem Elettudomanyi teriiletli Doktori Iskolai és a Budapesti Gazdasagi Féiskola
kutatdsmoddszertan targyainak oktatdja, illetve tantargyfeleldse volt segitségiinkre.

A kérdoivek keérdéseire adott valaszokat az adatok feldolgozasakor szdmokkal jeldltiik.
A szamokat igy rendeltiik a valaszlehetdségekhez:

1: biztosan nem volt ilyen

2: nem emlékszem ra, hogy lett volna ilyen
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3: hallottam mar réla, de nem tudom pontosan mi az/nem tudnék ra pontosan
valaszolni
4: hallottam ¢és tudom is, mit jelent/tudnék ra valaszolni

A kiértékelésnél tisztdban voltunk vele, hogy attél, hogy a hallottam és tudom is
valaszt irja be a didk, még nem biztos, hogy valdban tudja is.

Ovatosan kellett statisztikai modszert valasztanunk. Nem skalazott adatokrol 1évén sz6
a hagyomanyos statisztikai modszereket itt el kell vetni. Négyféle modszert hasznaltunk:
minden kérdésre adott valaszokat abrazoltuk kordiagramon, majd a korosztilyokat és a
kérdéseket a hierarchikus klaszteranalizissel osztalyoztuk. A kritikus kérdéseket K-kozép
modszerrel kerestik meg. Ez a két moddszer a mindségekrél nem, csak az eltérésekrol
nyilatkozik. A mindségi elemzéshez a varianciaanalizist kiegészitd kozépérték dsszehasonlitd
Tukey-modszert hasznaltuk.

Az egyes kérdésekre adott valaszok aranyat kordiagramokkal szemléltettik. A 7.
mellékletben megtalalhatoak az egyes kérdésekhez tartoz6 kordiagramok. A tovabbiakban
néhanyrol részletesebben is beszEliink.

Nagy kiilonbséget mutattak a szamelmélet alaptételére rakérdezd €és annak tartalmaval
kapcsolatos kérdésekhez tartozd kordiagramok. Ahogy az a 3. abrarol leolvashato, a
valaszadok 24%-a irta azt, hogy nem hallotta még a szamelmélet alaptétele kifejezést, mig
9%-uk valaszolta azt, hogy nem emlékszik ré, hogy tanulta volna azt, hogy minden egész
szdm felbonthaté primek szorzatira. Mar ebbdl is latszik, hogy a tanuldk fejében nem
kapcsolodott 0ssze elég erdsen a tétel neve €s tartalma. Amikor a tétel nevével tettiik fel a
kérdést, 60%-kal kevesebben valaszoltak ugy, hogy hallottdk mar a tételt €s tudjak is, hogy
mit jelent, mint akkor, amikor a kérdésben kimondtuk a tételt.

Tudtad, hogy minden egész szam felbonthaté primek
szorzatara? Hallottél a szdmelmélet alaptételérdl?

1
15%

3. dbra: A szamelmeélet alaptételével kapcsolatos kérdésekre adott vilaszok kordiagramon
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Megvizsgaltuk azt is, hogy a szoban forgo két kérdés esetében hogyan valaszoltak a
didkok. Kivancsiak voltunk rd, hogy ha az egyik kérdésre azt irtdk, hogy tudjak, akkor milyen
valaszt adtak a masik kérdésre, és forditva. A sorrendiség vizsgalatakor az 5. tablazatban

lathato eredményt kaptuk.

C (%) tartalommal (1.) D (%) tartalommal (2.)
1| 2 | 3 | 4] ¥ 12| 3] 4] 7%
1068 272 340| 578| 1259 1]1,09] 254 2,90] 870] 1522
o | 2 1,70] 408| 5782857 4014 < |2 |036 507] 543]/1884] 29,71
S | 3/034] 238 680]24,83| 34,35 S| 3 ]000] 362| 616]/33,33| 43,12
% | 4 |000] 000 102|119 12,93 % | 4 ]000] 000] 072/11,23 11,96
> | 2,72| 98| 17,01|71,09|100,00 ¥ | 1,45|11,23)15,22(72,10| 100,00

. tablazat: Szamelmeélet alaptétele névvel és kimondva sorrendiség vizsgalat

Mindkét tablazatban az lathatd, hogy a valaszadok hany szazaléka milyen valaszokat
adott a két kérdésre. A bal oldali tablazatban Osszesitettiik azokat, akiknél el6szor az a kérdés
szerepelt, hogy Tudtad-e, hogy minden egész szam felbonthato primek szorzatdara? és utana
szerepelt az, hogy Hallottal a szamelmélet alaptételételérsl?. A harmadik sor negyedik
oszlopa azt mutatja, hogy a valaszadok 24,83%-a valaszolt 3-mal az els6 kérésre és 4-gyel a
masodik kérdésre akkor, ha elészor szerepelt naluk az els6é kérdés. A jobb oldali tablazat
ugyanezt mutatja azokra, akik eldszor kaptak a masodik kérdést. A tdblazatok alapjan lathato,
hogy a didkok valaszait befolyasolta az, hogy melyik kérdést olvastdk eldbb. Amikor a tétel
nevével feltett kérdést olvastak késobb a tanulok (bal oldali tablazat), akkor 1ényegesen
tobben valaszoltak azt, hogy nem emlékeznek ra, hogy hallottak volna mar a szamelmélet
alaptételérol. Amikor pedig az a kérdés szerepelt késébb, amelyikben kimondtuk a tételt (jobb
oldali tablazat), akkor kevesebben valaszoltak gy, hogy egészen biztosak benne, hogy soha
nem hallottak errél. Ez azt jelenti, hogy miutan hallottak a tételt, beugrik a tétel neve, ami
onmagéaban kevesebbet mond. Erdekes, hogy a tételeknek altalaban azért adunk nevet, hogy
arrol jegyezzék meg a didkok, de szerencsésebb igy, mintha a tétel nevére emlékeznének és
nem a tartalmara.

A masik, szamunkra meglepd eredményt az 4. dbran diagramon lattuk.
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Lattal mar olyan feladatot, hogy milyen x-re lesz 3-mal
oszthat6 az 54x32?

1
13%

4. dabra: 54x32-vel kapcsolatos feladathoz tartozo kiordiagram

Minden altalunk megkérdezett tanar azt mondta, hogy szokott ilyen feladatokat feladni
az oOran, a tankonyvekben is sok példat lattunk ilyen jellegli feladatra. Minden didk fiizetében
is talaltunk ehhez hasonlé feladatot, a valaszok ardnya viszont ett6l jelentésen eltér. A
valaszadok 36%-a valaszolt ugy, hogy nem emlékszik ra, hogy talalkozott volna ilyen jellegii
feladattal vagy egészen biztos benne, hogy nem latott még ilyen tipust oszthatosagi feladatot.
Mindossze a megkérdezettek 40%-a irta azt, hogy latott mar ilyen feladatot és meg is tudna
oldani azt.

Nem elégedtiink meg a kdrdiagramokbol lathato kiillonbségekkel. Ennél részletesebben
is érdekelt benniinket az eredmény, ezért tobbvaltozos statisztikai modszerekkel
vizsgalddtunk tovabb.

Az eredmények statisztikai kiértékelésére az SPSS programcsomagot hasznaltuk. Az
SPSS felhasznalobarat statisztikai szoftver, mely klasszikus és modern statisztikai
modszereket egyarant tartalmaz. Eldnye, hogy a feltételek hidnydban nem hasznalhaté
hagyomanyos modszerek helyett mas modszerek alkalmazasara is lehetdséget kinal.

Els6ként hierarchikus klaszteranalizissel vizsgaltuk az adatokat. A hierarchikus
klaszteranalizis csoportokba sorolja a nem skaldzott adatokat az altalunk megadott kategoriak
szerint. A hasonlé valaszsorozatokat sorolja egy osztalyba. Vagyis a hierarchikus
klaszteranalizis egy olyan dimenzidcsokkentd eljaras, amellyel adattomboket tudunk
homogén csoportokba sorolni. Ezeket a csoportokat nevezziik klasztereknek. Az egyes
klasztereken beliili adatok valamilyen dimenzid szerint hasonlitanak egymasra és a dimenzio
mentén kiilonboznek a tobbi csoporttol. Igy ez a modszer kivaléan alkalmas arra, hogy
megvizsgaljuk, hogy a kiilonbozd csoportok egyméshoz képest mennyire hasonld valaszokat

adtak a kérdésekre.
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Ennél a vizsgalatnal kiillon csoportba soroltuk azokat az egyetemistakat, akik
matematika szakon tanulnak és azokat, akik mas szakokon folytatjdk tanulményaikat azért,
hogy a matematika szakos egyetemistdk valaszaival ne torzitsuk el a felséoktatdsban tanuld
hallgatok eredményeit. Azt a csoportot, amibe a korabban matematika fakultacids matematika
szakos hallgatokat soroltuk matekos fakultacids korosztalyként, mig azokat a hallgatokat, akik
matematika szakon kezdték meg tanulmanyaikat, de kordbban normal szinten tanultdk a
matematikat matekos normalos korosztalyként emlegetjik majd. A felsdoktatasbeli
fakultacids illetve normalos korosztalyok a nem matematika szakos egyetemistakat takarjak
mayjd.

Hierarchikus klaszteranalizissel elséként azt vizsgaltuk meg, hogy milyen eredményt
kapunk, ha —a 7. osztalyosokon és a 10. osztalyos tagozatosokon kiviil — az dsszes korosztalyt
¢s az Osszes kérdést vizsgaljuk. A hierarchikus klaszteranalizis elvégzése utan az 5. dbran
lathaté dendrogramot kaptuk eredményiil.

Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)

Rescaled Distance Cluster Combine
0 5 10 15 20 25

A ™ 1 1 1 1 1
10. oszt., normal ],
12. oszt., normal

felsdokt., normal

matekos, normal

12. oszt., fakt

|
|
|
T
|
I
|
|
|
|
|
|
matekos, fakt :
fels6okt., fakt) x

S. dbra: Hierarchikus klaszteranalizis — 0sszes kérdés, osszes korcsoport

A dendogram értelmezéséhez segits€g lehet, ha ugy tekintiink a korosztalyokat
Osszekotd fekete vonalakra, mintha azok drotbol lennének. Ha az olloval jeldlt helyen
elvagjuk a drétunkat, akkor az két részre esik szét. Az egyik részen az egyik klaszterhez
tartozo korosztalyok lesznek, a masikon pedig a mésik klaszterhez tartozoak.

A dendogram alapjan lathatd, hogy ha két Kklaszterbe szeretnénk sorolni a
korosztalyokat, akkor az egyikbe a 10. és 12. osztdlyos normal szinten tanulok, illetve
felsdoktatasbeli normalosok és a matekos normalosok keriilnek. A masik klaszterbe pedig a

12. osztalyos fakultaciosok, a felsGoktatasban tanuld fakultaciosok valamint a matekos
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fakultaciosok keriilnek. Erdekes modon az ELTE matematika szakan tanuld egyetemistak,
akik korabban nem jartak fakulticiora, gyengébb valaszokat adtak, mint a 12. osztalyos
fakultacios tanulok.

A hierarchikus klaszteranalizis nem ad valaszt arra a kérdésre, hogy a kiilonb6zo
korosztalyok valaszai miben térnek el egymastol és arra sem, hogy melyik korosztalyok adtak
a jobb, illetve a rosszabb valaszokat az egyes kérdésekre. K-kozép modszer segitségével
allapitottuk meg, hogy ennél a csoportositasnal mely kérdések hatarozzak meg leginkabb a
korosztalyok klaszterekbe sorolasat. Két klaszterbe sorolas esetén a csoportok kozotti
kiilonbséget jelentd kérdések — a C valtozat szerinti szamozassal — a kovetkezoek voltak:

1. Hallottad mar a szamelmélet kifejezést?

3. Tudod hogyan lehet atvaltani egy 4-es szamrendszerbeli szamot 5-0s
szamrendszerbelivé?
Tudtad, hogy minden egész szam felbonthatd primek szorzatara?
Hallottal a szamelmélet alaptételérdl?

Hallottad mar a relativ prim kifejezést?

© o g &

Tudtad, hogy az a™ —b™ minden pozitiv n egész esetén felbomlik
(a—b)@ ! +a"2?b+ .-+ b"1) alakban?

10. Lattal mar olyan feladatot, hogy milyen x-re lesz 3-mal oszthat6 az 54x32?

Kivancsiak voltunk arra is, hogy milyen eredményt ad a hierarchikus klaszteranalizis,

ha a matematika szakos egyetemistakat kivessziik a valaszadok koziil. Ebben az esetben a 6.
abran lathaté dendogramot kaptuk. Két klaszterbe sorolaskor az el6z6h6z hasonld eredményt
kaptunk. Az egyik klaszterbe a normal szinten tanulok keriiltek, mig a masikba a
fakultaciosok. Itt is megvizsgaltuk K-kozép modszer segitségével, hogy melyik kérdésekre
adott valaszok hatdroztdk meg a két klasztert. Ezek a kovetkezoek voltak:

2. Ismered a 2-vel és 5-tel valo oszthatdsagi szabalyt?

4. Tudtad, hogy minden egész szam felbonthatd primek szorzatara?

7. Tudtad, hogy a v/2 irracionalis?

8. Hallottal mar olyan szabalyt, hogy egy szam mikor oszthaté 3-mal vagy 9-cel?

12. Hallottal réla, hogy végtelen sok primszam létezik?

13. Tanultél a legnagyobb k6zds 0sztorol?

15. Tudod, hogy mi az a maradékos osztas?

16. Tanultad, hogy a legkisebb koz0s tobbszorost a tortek Osszeadasanal

hasznaljuk?
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Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine
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6. dbra: Hierarchikus klaszteranalizis — dsszes kérdés, matekos egyetemistik nélkiil

felséokt., fakt

Nem csak arra voltunk kivancsiak, hogy az egyes korosztalyok valaszai mennyire
hasonlitanak egymasra, hanem arra is, hogy az egyes kérdésekre adott valaszok mennyire
hasonldak, hogy hogyan csoportosithatéak a kérdések a tanulok valaszainak tekintetében.
Ennek vizsgalatat is hierarchikus klaszteranalizissel végeztiik. A vizsgalat eredményeképp a

7. abran lathaté dendogramot kaptuk.

Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine
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1. abra: Hierarchikus klaszteranalizis kérdések szerint

A kérdéseket itt is két klaszterbe soroltuk az eldz6ekhez hasonldé modon. Ezek a

kérdések keriiltek az egyik klaszterbe:
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2.

13.

8.

12.
15.

4.

Ismered a 2-vel és 5-tel vald oszthatosagi szabalyt?

Tanultél a legnagyobb kdzos 0sztorol?

Hallottal mar olyan szabalyt, hogy egy szam mikor oszthaté 3-mal vagy 9-cel?
Hallottal rola, hogy végtelen sok primszam létezik?

Tudod, hogy mi az a maradékos osztas?

Tudtad, hogy minden egész szam felbonthatd primek szorzatara?

Mig a masik klaszterhez a kovetkez6 kérdések tartoztak:

1.
3.

6.

10.

7.

Hallottad mar a szamelmélet kifejezést?

Tudod hogyan Ilehet atvaltani egy 4-es szamrendszerbeli szamot 5-0s
szamrendszerbelivé?

Tudtad, hogy az a"™ —b™ minden pozitiv n egész esetén felbomlik
(a—b)@ ! +a"?b+ .-+ b"1) alakban?

Hallottal a szamelmélet alaptételérol?

Hallottad mar a relativ prim kifejezést?

Lattal mar olyan feladatot, hogy milyen x-re lesz 3-mal oszthat6 az 54x32?

Tudtad, hogy a V2 irracionalis?

Az egyik klaszterbe foként az altalunk konnyebbnek vélt kérdések (2., 4., 8., 12., 13,

15.) keriiltek, mig a masikba nagyrészt azok, amiket nehezebbnek gondoltunk. El6zetes

elképzeléseinkhez képest meglepd volt szamunkra, hogy a 10. kérdés a masodik klaszterbe

kertilt, pedig ezt a kérdést konnylinek gondoltuk és azt reméltiik, hogy mindenki egyforman

tudni fogja.

A kérdések szerinti vizsgalat utan az altalunk fontosnak vélt kérdésekre is lefuttattuk a

hierarchikus klaszteranalizist. A kovetkezd kérdések voltak azok, amiket ebben az esetben

fontosnak tartottunk:

2.
4.
7.
8.

12.
13.
15.
16.

Ismered a 2-vel és 5-tel valo oszthatosagi szabalyt?

Tudtad, hogy minden egész szam felbonthat6 primek szorzatara?

Tudtad, hogy a /2 irracionalis?

Hallottal mar olyan szabalyt, hogy egy szam mikor oszthat6 3-mal vagy 9-cel?
Hallottal rola, hogy végtelen sok primszam létezik?

Tanultal a legnagyobb k&zds 0sztorol?

Tudod, hogy mi az a maradékos osztas?

Tanultad, hogy a legkisebb kozos tobbszorost a tortek Osszeadasanal

hasznaljuk?
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A felsorolt kérdésekre és a matematika szakos egyetemistak kivételével az Osszes

tobbi korosztalyra lefuttatott hierarchikus klaszteranalizis a 8. dbran lathaté eredményt hozta.

Dendrogram using Average Linkage (Between Groups)
Rescaled Distance Cluster Combine
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8. abra: Hierarchikus klaszteranalizis az dltalunk fontosnak vélt kérdések szerint

A korosztalyokat két klaszterbe sorolva a 12. osztalyos normal szinten tanuldk
kiiloniilnek el a tobbi korosztalytol. Ha a korosztdlyokat nem két, hanem harom klaszterbe
soroljuk, akkor kiilon klaszterbe keriilnek tovabbra is a 12. osztalyos normalosok, egy masik
klasztert alkotnak a fels6oktatasbeli fakultaciosok, mig a tobbi korosztaly — a 12. osztalyos
fakultacios, a felsGoktatasbeli normalos, illetve a 10. osztalyos normalos — a harmadik
klaszterbe keriil. A szdban forgd dendogramrol az is leolvashatod, hogy az altalunk fontosnak
vélt kérdések esetén leginkabb a 10. osztdlyos normalosok, illetve a felsdoktatasbeli
normalosok valaszai hasonlitanak, mert ha négy klaszterbe sorolnank a korosztalyokat, akkor
ez a kett6 lenne az, amelyikek egy klaszterbe keriilnének.

A hierarchikus klaszteranalizisb6l ugyan csak a korosztidlyok kozotti hasonlosag
mértékére lehet kovetkeztetni, de mas modszerekkel azt is megallapitottuk, hogy a 12.
osztalyos normalosok azért kiiloniilnek el a tobbi korosztalytol, mert a tudasszintjiik rosszabb,
mint a tobbi korosztalyé, mig a felsdoktatasbeli normalosok kiilonb6zdségének oka az, hogy
az ¢ valaszaik jobbak voltak, mint a tobbi korosztaly¢.

Nemcsak azt szerettiik volna tudni, hogy mennyire hasonlitanak, illetve kiilonbdznek
az egyes korosztdlyok a valaszaik alapjan, hanem azt is, hogy tudasuk alapjan hogyan
csoportosithatok. Erre alkalmas a tobbvaltozos varianciaanalizist kiegészitd kozépérték

Osszehasonlito tesztek koziil a Tukey-féle analizis, amely megmutatja, hogy a tudasszintjiik
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alapjan mennyire kiiloniilnek el a korosztidlyok, Osszességében melyik adta a legtobb
nemleges €s melyik a legtobb pozitiv valaszt. Ezt a modszert az egyes kérdésekre kiilon-kiilon
futtattuk. Ezen 0Osszehasonitasokat is az SPSS programcsomag segitségével, 95%-0s
szignifikancia szinten végeztik.

A kovetkezOkben az Osszes kérdésre adott valasz eredményét nem kozoljiik, de néhany
példat bemutatunk koziilik. (Az Osszes kérdésre lefuttatott Tukey-féle analizis eredménye
megtekinthetd nyers valtozatban a 8. mellékletben.)

A SPSS az eredményeket egy tablazat formdjaban adja ki. Az elsé példa, amit

szeretnénk bemutatni, az a C kérddivben talalhato 9. kérdés (a D kérddivben a 15.).

9. Tudtad, hogy az a"-b" minden pozitiv n egész
esetén felbomlik

(a-b)(a™'+an2 b+...+b") alakban?

Subset
kod
1 2
10. osztaly, 2,73
normal '
felséoktatas, 283
normal '
12. osztaly, 2,88
Tukey HSD#» pomdl '
12. osztaly, 2,95
fakt '
;:Lstéoktatés. 3,59
Sig. 799 1,000

6. tablazat: a™ — b"-hez kapcsolodo kérdés Tukey-maodszerrel

Ezt a kérdést nehéznek gondoltuk, hiszen ezzel az altalanositassal altalaban nem
talalkoznak a kozépiskolaban a didkok, esetleg az n = 2, illetve n = 3 specialis esettel
foglalkoznak a tanordkon. Ebben a kérdésben a korosztidlyok két csoportra oszthatok
valaszaik alapjan az 6. tablazatban lathatdé médon. A tablazatot ugy kell értelmezni, hogy a
szamokkal megjeldlt oszlopok alkotjak a csoportokat. Itt az latszik, hogy a felsdoktatasban
tanuld fakultacios korosztaly a tobbi korosztalytol elkiiloniild csoportot alkot. Ez a tablazat
szerint a 2-es csoport, az 0sszes tobbi korosztaly pedig az 1-es csoportba keriilt. Latszik, hogy
az elsé négy korosztaly kozépértéke 2,85, mig a felsGoktatasbeli fakultacids korosztalyé 3,6
koriil mozog, ami ¢€les hatart jelent a két csoport kozott. Azt pedig, hogy melyik csoport
tudasszintje a jobb, azt az oszlopok fejlécében talalhatdé szdm mutatja meg. Itt a 2-es csoport
tudasszintje magasabb az 1-esnél. Ez azzal magyardzhato, hogy kozépiskolaban csak ritkan
talalkoznak ezzel az azonossaggal a diakok.

Masik érdekes kérdés a C kérddiv 10. kérdése: Milyen x-re lesz 3-mal oszthato az

54x327? Korabban lathattuk, hogy ez volt az egyik megosztdé kérdés az elsé hierarchikus
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klaszteranalizis (5. abra) altal 1étrehozott csoportok kozott. Amint azt mar emlitettiik, ez azért
érdekes, mert ez volt az a tipusfeladat, amit minden altalunk megnézett didk fiizetében ¢és
tankonyvben megtalaltunk. Ezen kiviil a tanarokkal készitett interjuk soran is kideriilt, hogy
mindenki gyakorol az o6rajan ilyen tipusu feladatot, még azok a tanarok is, aki csak az
érettségire sziikséges minimalis kovetelményeket tanitjak szamelméletbdl. Az erre a kérdésre

adott valaszokbol a Tukey-modszerrel a 7. tablazatban lathatoé eredményt kaptuk.

10. Lattal mar olyan feladatot, hogy

milyen x-re lesz 3-mal oszthat6 az

54x327?
Subset
kod
1 2 3

120 2,77

100 2,96 2,96

200 3,13 3,13

Tukey HSD2®

201 3,52 3,52
121 3,76
Sig. 430 ,074 784

7. tablazat: 54x32-vel kapcsolatos kérdés Tukey-modszerrel

Ebbdl a tablazatbol az olvashatd le, hogy a moddszer harom csoportra bontotta a
korosztalyokat erre a kérdésre adott valaszaik alapjan. Ez a harom csoport nem kiiloniil el
¢lesen egymastol. Egy-egy korosztaly tobb csoportba is besorolhatd, igy ezek atmenetet
képeznek az 1-es és 2-es, valamint a 2-es és 3-as csoport kozott. Tudasszint alapjan azt lehet
mondani, hogy a 3-as csoport a jobb, a 2-es a kozepes, az 1-es pedig a rosszabb csoport. Ez
azt jelenti, hogy a két fakultacios korosztaly jelolte a legtobbszor azt a kérdéiven, hogy igen,
meg tudna oldani a feladatot vagy azt, hogy mar hallottak, de nem biztosak benne. Ezzel
szemben az 1-es csoportban 1évé harom korosztaly: a 12. osztalyos normal, a 10. osztalyos
normal és a felsGoktatasbeli normal szinten tanuld diakok valaszainak a kozépértéke lett
alacsonyabb. Ez a kozépérték itt 2,9 koriil van, ami azt jelenti, hogy az ezen korosztalyokhoz
tartozo tanulok koziil mar sokan valaszoltdk azt, hogy nem emlékeznek ra, hogy taldlkoztak
volna ilyen feladattal, vagy azt, hogy biztosan tudjék, hogy nem talalkoztak ilyen példaval. Ez
azért meglepd, mert az eldzetes felméréseink szerint kellett, hogy taldlkozzanak vele.

A 12. osztdlyos nem fakulticios — az egyszerliség kedvéért normdlos — tanulok
valaszai adték a legrosszabb, 2,77-es kozépértéket, ami még a 10. osztalyosokénal is majdnem
két tizeddel alacsonyabb. A tablazat alapjan jol latszik még az is, hogy ebben a kérdésben a
12. osztalyos fakultacios €s a 12. osztalyos nem fakultacios korosztaly kiiloniil el a legjobban

a tobbitdl. Mig az elsd azért, mert 6k adtdk a legjobb valaszokat, addig a masodik pedig azért,
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mert az 6 valaszaik voltak a leggyengébbek. Ez azt mutatja, hogy sajat bevallasuk szerint
mennyire emlékeznek, illetve tudnak megoldani az ilyen tipust a feladatokat.

A harmadik példaként a C kérdoiv 7. feladatat szeretnénk megemliteni, elemezni.

7. Tudtad, hogy a gyok 2 irracionalis?

Subset
kod
1 2 3

12. os.ztély, 2,93

normal

felsGoktatas, 3,46

normal '

10. osztaly, 3,54 3,54
T hay er normal ' ’

ukey 4

f1azk.tosztaly, 3,67 3,67

fels6oktatas, 3,97

fakt ’

Sig. 1,000 1729 /076

8. tabldazat: \2-vel kapcsolatos kérdés Tukey-médszerrel

A /2 irracionalitasara vonatkozo kérdés nem tartozik olyan szorosan a szamelmélet
témakorébe, mint az el6z6 feladatok, de az erre a kérdésre adott valaszok is szépen mutatjak a
korosztalyok egymashoz vald viszonyat. A 8. tablazatban lathatd, hogy a 12. osztalyos
normalosok alkotjak egyediil az 1-es csoportot, és élesen elkiiloniilnek a tobbi korosztalytol.
Ebben a kérdésben is az 6 valaszaik lettek a leggyengébbek a korosztalyok koziil. A 2-es és a
3-mas csoportok kozotti hatar kevésbé éles, a 10. osztalyos normalosok és a 12. osztalyos
fakultaciosok mindkett6be besorolhatoak, mig a felsGoktatasbeli normalosok csak a 2-es, a
felsGoktatas fakultacidsok csak a 3-as csoportba. Tehat a kozottiik 1évd kiillonbséget lehet
kiemelni a tablazat alapjan. Lathaté még az, hogy a felsdoktatasbeli fakultacios korosztaly
valaszainak kozépértéke 3,97, ami azt jelenti, hogy szinte mindenki azt valaszolta, hogy igen,
biztosan tudja, hogy a v/2 irracionalis, és tudja is, hogy ez mit jelent.

Természetesen nem minden kérdésre adott valasz esetén Kkiiloniilnek el ennyire
egymastol a kiillonb6z6 korosztalyok. Tobb olyan kérdés is van, ahol a korosztalyokat csak
egy nagy csoportba lehet sorolni a Tukey-moédszerrel, hiszen nem jelentds a kiilonbség a
valaszaik kozott. llyen kérdés példaul a 11. kérdés, melyben egy kilencre végzodé szam nagy
hatvanyanak az utols6 szdmjegyére kérdezd feladat szerepelt. Ez azért érdekes feladat, mert
azt gondoltuk, hogy ez egyértelmiien a konnyii feladatok kozé sorolhatd, hiszen ha elkezdiink
hatvanyozni egy kilencre végz6dd szamot, akkor gyorsan észrevehetjiik, hogy az mindig

egyre vagy kilencre végzodik. Ezutan pedig mar csak a 2014 paritasat kell megvizsgalnunk.
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Elézetes felméréseink szerint ez egy olyan tipusfeladat, ami tobb iskoldban, osztalyban
is eléfordul, pont azért, mert konnyli és gyorsan rajonnek a didkok a megoldasra, ha
elkezdenek gondolkodni rajta. Ez mar nem tartozik szorosan az érettségire felkészitd
alapfeladatok kozé, néhany megkérdezett tanarnal, didknal nem is szerepelt ehhez hasonld

példa.

11. Lattal mar olyan feladatot, hogy

milyen szamjegyre végz6édik a 1920122

Subset
kod
1
felsdoktatas, fakt 2,76
12. osztaly, normal 2,79
fels6oktatas, normal 2,85
Tukey HSDab
10. osztaly, normal 2,91
12. osztaly, fakt 3,10
Sig. 424

9. tablazat: Hatvinyozos kérdés Tukey-mdodszerrel

A 9. tablazatbol leolvashatd, hogy ennél a kérdésnél egy csoportba sorolja a
korosztalyokat a vizsgalat. Erdekes modon ennél a kérdésnél a felséoktatasbeli fakultacios
korosztaly kozépértéke lett a legalacsonyabb, amely nem sokkal tér el a 12. osztalyos
normalosokétol. fgy ebben a kérdésben ¢k adtak a legtobb rosszabb valaszt, de a vizsgalat
szerint nem jelentés a kiilonbség az egyes korosztalyok kozott. A kozépértékek 2,9 koriil
mozognak, ami azt mutatja, hogy ezt a feladatot nem annyira ismerik a didkok, a valaszaik
bizonytalanabbak, mint példaul az elézéleg emlitett, v2-vel kapcsolatos kérdésnél, ahol a
legrosszabb kozépértek a 2,93 volt.

Az utolso példa, amirdl besz€lni szeretnénk a Tukey-féle mddszerrel kapcsolatosan, az
a C kérddiv 4. feladata. Ez a kérdés a szamelmélet alaptételében szerepld tartalomra kérdez ra,

amely alapismeret mar altalanos iskolaban is.
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4. Tudtad, hogy minden egész szam felbonthaté

primek szorzatara?

Subset
kod
1 2

12. osztaly, normal 3,41

10. osztaly 3,66 3,66

12. osztaly, fakt 3,76 3,76
Tukey HSD** = ;

felsoo}(tatas, 3.80 3,80

normal

felsGoktatas, fakt 3,90

Sig. ,075 ,497

10. tablazat: Felbonthatosag Tukey-modszerrel

Ahogy a 10. tablazatban lathatd, ennél a kérdésnél a kozépértékek magasak, ami azt
jelenti, hogy tobbségben van az igen, tudom és azt is, hogy mit jelent valaszlehetOséget
ikszelték a diakok ennél a kérdésnél, de ahogy az a szamokbol is latszik, nem csak ez a valasz
sziiletett ennél a kérdésnél. Ez elgondolkodtatd, hiszen ez az allitas alapvetd a szamelméleti,
de még az altalanos matematikai ismereteknél is.

Ennél a kérdésnél is lathatd, hogy a 12. osztilyos normalosok valaszai a
leggyengébbek, a felsdoktatasbeli fakultaciosoké pedig a legerésebbek. Ez a két korosztaly

egyértelmiien kiilon csoportba tartozik, mig a tobbi korosztaly atmenetet képez ezek kozott.

10.Konkluzio

Kutatasunk tehat azzal az észrevétellel indult, hogy az els6éves egyetemistdk nem
emlékeznek a szdmelméleti alapfogalmakra (sajat bevalldsuk szerint). A kutatds soran annak
jartunk utdna, hogy a kiilonb6z0 korosztalybeli tanulok, illetve az els6éves egyetemistak mely
szamelméleti fogalmakkal talalkoztak, talalkozhattak. A kerettanterv attanulményozasa és a
diakokkal, illetve tanarokkal készitett interjuk alapjan képet kaptunk arrdl, hogy a témakoron
beliil milyen ismeretek birtokéba keriilnek a didkok az egyes évfolyamokon. A benyomasok
pontositasa érdekében kérddiveket készitettiink, amelyekben a kérdések minden olyan
szamelméleti fogalmat lefedtek, amik egyaltalan széba keriilhetnek a kozoktatdsban. A
kérdbivekben a didkok sajat megérzéseik szerint nyilatkozhattak ismereteikrdl anélkiil, hogy
tudasukat bizonyitaniuk kellett volna. A kérddivek segitségiinkre voltak abban, hogy

megtudjuk, mely fogalmak keriilnek eld az iskoldban, és hogy ezek mennyire tartosan épiiltek
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be a didkok memoridjaba. Kutatasunk eredményei kozott szerepel a kérddivek statisztikai

kiértékelése, mely arra enged kovetkeztetni, hogy
e adidkok a fogalmakat nem kapcsolnak 6ssze a tartalmukkal.

e ha két klaszterbe szeretnénk sorolni a korosztalyokat, akkor az egyikbe a 10. és 12.
osztalyos normal szinten tanulok, illetve felsdoktatasbeli normalosok és a matekos
normalosok keriilnek. A masik klaszterbe pedig ennél a felosztasnal a 12. osztalyos
fakultaciosok, a felsOoktatasban tanuldo fakultacidsok valamint a matekos

fakultacidosok tartoznak.

e ha a matematika szakos egyetemistakat kivessziik a valaszadok koziil, akkor a két
klaszter a kovetkezd: 10. osztalyos normalosok, felsdoktatdsbeli normélosok és 12.
osztalyos normalosok, valamint 12. osztalyos fakulticidosok és felsGoktatasbeli

fakultaciosok.

e a 12. osztdlyos normal szinten tanuldk tudésszintje rosszabb, mint a tobbi

korosztalybeli tanul6é.

Azt tapasztaltuk tehat, hogy a fakulticora jard tanuldk tudasszintjiik alapjan
kiemelkednek a tobbiek koziil, mig a normdl szinten tanulok rosszabb eredményeket
mutattak.

Arra a kezdeti kérdésilinkre tehat, hogy a didkok valdban nem taldlkoznak a szamelméleti
fogalmakkal, vagy csak elfelejtik azokat, a kovetkez6 valaszt adhatjuk: A legtobb fogalommal
¢és Osszefliggéssel taldlkoznak ugyan a tanuldk az iskolaban, de csak kevés ideig foglalkoznak
veliik, igy hamar el is felejtik azokat. Az emelt szinti érettségire késziilok eldnyt ¢lveznek
abbdl a szempontbol, hogy tobb idejiik van a matematikaval foglalkozni, tobb feladatot
oldanak meg, és a szobeli érettségi tételek kozott is jo eséllyel szerepel egy szamelméleti
témaji. A normal szinten tanulok viszont csak bizonyos évfolyamokon talalkoznak egy-két
szamelmélethez kapcsolddo feladattal, ami éppen elég ahhoz, hogy az érettségiben szerepld
néhany pontos feladatokkal megbirkozzanak. Tovabbi ismétlés és gyakorlas nélkiil azonban a

tudasuk révid idon beliil elkopik.
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