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1. Bevezetés

A magyarorszagi matematika oktatés hagyoméanyosan feladatorientalt. Fzek-
ben a feladatokban folyamatosan megjelennek az élvonalbeli kutatasi témak
is. Az egyik ilyen modern kutatési teriilet a grafelmélet. Az els§ grafok-
kal foglalkoz6 feladat 1947-ben bukkant fel a Kiirschak Jozsef Matematikai
Tanuléversenyen, azota a grafelmélet jelenléte a kozépiskolai versenyeken fo-
lyamatos. Ez tipikusan olyan témakor, amely a gyengébb didkoknak is segit
a matematizalads élményében, ugyanakkor a legjobbakat onéll6 matematikai
eredményekhez is vezetheti. A 2002-es kozépiskolai kerettanterv mar 10 orat
szan grafok oktatasara kombinatorikéval egyiitt. Ennek ellenére az az altala-
nos tapasztalat, hogy a kozépiskolabol kikeriilg didkok nagy része nem ismeri
a grafokat.

A gréafelmélet a matematikatorténetnek is fontos fejezete. A XVIII. szazad
elején Euler foglalkozott elészor grafokkal (Konigsbergi hidak). A grafelmélet
robbanasszert fejlédése a XX. szazad elején indult meg. Amint a nemzetko-
zi kutatasokban megjelentek a grafok, Magyarorszag vezeté matematikusai
gondoskodtak arrél, hogy hazankban is széleskorben ismertté valjanak. Gra-
fokat elGszor Lovéasz Laszld tanitott Szegeden, a ’70-es évek végén, ’80-as
évek elején. Konyveét [15] az egész vilagon alapmiiként kezelik. Innentdl a
tudoméany magyarorszagi elterjedése megallithatatlan volt.Budapesten 1981-
t6l oktatnak grafelméletet, és 1984 o6ta a tanarszakos tananyagnak is része.
Napjainkban az egyetemeken a matematikus és az alkalmazott matematikus
szakirany t6bb kurzusa is foglalkozik grafokkal és alkalmazéasaikkal (példa-
ul: véges matematika, operaciokutatas, jatékelmélet, kombinatorikus algo-
ritmusok stb.) A szegedi hagyomanyokat Hajnal Péter, Lovasz Laszlo elss
tanitvanya folytatja. Kurzusain a [9],[10],[11] konyveket hasznédlja. A BME
Villamosmérnoki Karan a [1], [2], [3] jegyzetekrdl a 90-es évek végén tértek
at az azota is hasznélatos [13] konyvre, amelyet atvett az ELTE alkalmazott
matematikus és a debreceni matematika oktatas is. Az ELTE els6éveseinek
nagyrésze a haromszerzos [14]-bol ismerkedik meg a grafelmélet alapjaival.

A gréafelméletet mint 6nallé6 tudomanyéagat elég késén ismerték el, az elsé
grafelméleti témajua konyvet [5] 1969-ben adtak ki. Azodta 154 kényv jelent
meg a témaban angol nyelven. A bevezets jellegli konyvek koziil kiemelnénk
[4]-t és [18]-t, amelyeket Magyarorszagon is szamos egyetemen hasznalnak.

1.1. Kutatasi moédszerek, célkitiizés

A jelen kutatasunkban a grafok kozépiskolai oktatasi kérdéseivel foglalko-
zunk. Els6 lépésben attanulméanyoztuk a jelenlegi, valamint a késziils, 2013



Gszét6l bevezetésre keriilg kerettanterveket. Megvizsgaltunk 4, a napjaink-
ban forgalomban 1év6 tankonyvesalddot (Matematika 11., Dr. Vancsé Odon,
Raci6 konyvek; Matematika 11 — 12. Czapary-Gyapjas, Nemzeti Tankonyv-
kiadd; Sokszinti matematika 11., Mozaik Kiad6; Matematika 11., Hajnal-
Szamado-Békéssy, Nemzeti Tankonyvkiado). Megnéztiik, hogy milyen sze-
repet kap (vagy kaphatna) a grafelmélet. Majd a grafelmélettel kapcsolatos
feladataikat rendszereztiik és elemeztiik a PISA felmérésben szereplé kom-
petenciak szerint. Ezek ismeretében elGszor grafelmélettel foglalkozo tudo-
sok, kutatok, majd jelenleg is aktiv kozépiskolai matematika tanarok véle-
ményét kértiik ki a grafelmélet oktatasaval kapcsolatban. Az eddigi kutatési
eredményeink alapjan célunk a korabbi felépitések megerdsitése, vagy egy 1j
felépités kidolgozasa volt. Az interjikon szerzett benyomasok alapjan kidol-
goztuk a grafok oktatasédnak kétféle lehetséges bevezetését, amely egyszerre
veszi figyelembe a kerettanterv nyijtotta lehetGségeket, a matematika oktatas
szempontrendszerét, a kompetencidkat (PISA) és a kutatok elképzeléseit. A
mésodik fejezetben attekintjiik a kerettanterveket, és a matematika oktatas-
sal szemben tamasztott magyarorszagi és eurdpai elvarasokat. Kifejezezetten
a grafelmélet oktatéssal kapcsolatban a magyarorszagi kovetelményeket vizs-
galtuk, a téma nemzetkozi tanulmanyozasa egy tovabbi érdekes lehetdség, ez
azonban tulmutat a dolgozat keretein. A harmadik fejezetben foglaltuk Gssze
a tudosokkal és tanarokkal késziilt interjukat. Ezek a nemzetkozileg is elis-
mert tudosok egyuttal szamos konyv, grafelméleti monogréfia, és egyetemi
jegyzet szerzGi, tapasztalt egyetemi oktatok. A dolgozat f6 része a negyedik
fejezet, amelyben feladatsorokat allitottunk Ossze egyrészt internetes kapcso-
latok, masrészt Budapest tervezett metrohalozat-térképének segitségével.
Ez a dolgozat mar terjedelménél fogva sem tartalmazhatja az interjik
és a feladatsorok teljes elemzését, kutatasainknak azt a részét fogalmaztuk
meg, amely kozvetleniill megmutatja a valtoztatasok sziikségességét és id6-
szertiségét. A feladatsorokat aktiv iskolai hasznalatra szantuk, néhany tanéar
és tankonyvszerz6é mar el is kérte ezek munkavaltozatait. Létrehoztunk egy
honlapot kozépsikolai tanarok és didkok szaméra, ahol az Osszes altalunk
készitett feladat részletes megoldasa modszertani megjegyzéseinkkel kiegé-
szitve megtalalhatd. Ezt allanddan frissitjik, és fejlesztjiik. Az oldal cimét
anonimitasunk megérzésének érdekében itt nem tessziik kozzé.



2. Magyarorszagi és az eurdpai elvarasok

2.1. PISA felmérés

PISA (Programme for International Student Assesment)

A PISA 1997 6ta mikods felméréssorozat, amit a Gazdasagi Egytttmii-
kodési és Fejlesztési Szervezet (OECD) hozott létre. A tanulok tudasat
mérS nemzetkozi program”, mely harom teriileten vizsgalja a 15 éves diakok
teljesitményét. Ezek a szovegértés, matematika és természettudomany. A
méréseket 3 évente végzik, és minden évben kiemelten vizsgaljak a harom
teriilet egyikét. 2003-ban a matematikan volt a hangsuly.[20]

A PISA szerint az alkalmazott matematikai miveltség (mathematical
literacy) az egyénnek azt a képességét jelenti, amelynek segitségével kifeje-
zi, alkalmazza és értelmezi a kiilonboz6 kontextusokban megjelend matema-
tikai tartalmakat. Idetartozik a matematikai gondolkodas, a matematikai
fogalmak, eljarasok, tények és eszkézok hasznalata annak érdekében, hogy
lefrjon, megmagyarazzon vagy megjosoljon egy jelenséget. Az alkalmazott
matematikai miiveltség segitséget nyiijt az egyénnek abban, hogy felismerje
a matematika szerepét a vilagban, és konstruktiv, felel6s és megfontolt al-
lampolgarként jol megalapozott itéleteket és déntéseket hozzon.”

Kompetencia osztalyok:|21]
1. Reprodukcio, definiciok és szamitasok alkalmazésa.

2. A megszerzett tudas felhasznalésa, dsszekapcsolasa a felmeriilé problé-
méval.

3. Matematikai gondolkodas, altalanosités és egy atfogd kép kialakitasa.
A vizsgalt matematikai kompetenciak a kovetkezdk:

1. Matematikai gondolkodés: matematikai kérdések megfogalmazasa, ezek-
re a valasz megadasa, matematikai kijelentések (definiciok, tételek, fel-
tételezések) megkiilonboztetése és hatarainak felismerése.

2. Matematikai érvelés: a matematikai bizonyitasok lényegének megértése,
ilyen bizonyitasok kiértékelése, megsejtése és elvégzése.

3. Modellezés: a modellezendd szituécié matematikaiva alakitdsa, mate-
matikai rendszerek valosagba vald attranszformalasa, matematikai mo-
dellekkel valo foglalkozas, modellek kiértékelése és ismertetése.



4. Problémafelvetés és -megoldas: matematikai problémak felvetése, meg-
fogalmazasa és megoldéasa.

5. Abrazolas: matematikai szituaciok abrazolasa, értelmezése és megkii-
lonboztetése, kiilonb6z6 abrazolasi modok kozotti valasztas és valtas.

6. Szimbolikus, formalis és technikai készség: szimbolikus és formélis ma-
tematikai kifejezések dekddolasa és értelmezése, a természetes nyelvvel
vald kapcsolat megértése, természetes nyelvrdl formalis nyelvre valo
forditas, szamitasok, formulédkat tartalmazo allitdsok és kifejezések, va-
lamint egyenletek kezelése.

7. Kommunikécios készség: matematikai tartalmu kifejezések megértése,
matematikai dolgok 1ényegének leirasa.

8. Eszkoézhasznalat: a matematikai tevékenységeket segité matematikai
(informatikai) segédeszkozok ismerete és hasznalata.

Kutatasunk soran folyamatosan szem elGtt tartottuk a PISA altal megfogal-
mazott kompetencidkat. A feladatokat ezeknek megfelelGen alakitottuk ki,
odafigyelve arra, hogy segitségiikkel a didkokban kifejlédjenek a fent emlitett
készségek. Ezekrdl a feladatok utéan egy Gsszefoglald tablazatot készitettiink.

2.2. Kerettanterv régen és most

"A matematika: kulturalis érékség; gondolkodasméd; alkoto tevékenység; a
gondolkodas oromének forrasa; a mintakban, struktiirakban tapasztalhaté
rend és esztétikum megjelenitdje; 6nallé tudomany; mas tudomanyok segité-
je; a mindennapi élet része és a szakmak eszkoze."

(Kerettanterv)

Kutatasunk soran attanulmanyoztuk és Gsszehasonlitottuk az eddig hataly-
ban 1évs, valamint a 2013 Gszét6l bevezetésre kertil kerettanterveket.|22]
Tapasztalatainkat az 1. tablazatban foglaltuk ssze.

A kerettantervek attekintésekor mar elsé olvasasra felttint, hogy mig a
koréabbiban csupén egy rovid Osszefoglalod tablazat, és egy két szavas utalés
talalhato, addig az Gjban sokkal nagyobb hangsullyal szerepelnek a grafok.
A tablazatbol is lathato, hogy mig az eddigi kerettantervben csupan 11. osz-
talyban jelentek meg, addig az Gjban mar a 9 — 10. kétévfolyamos ciklusban



Eddigi kerettanterv

Uj kerettanterv

Hanyadik 0Sz-
talyban jelennek
meg el8szor a
grafok?

11.

9-10.

Javasolt 6raszam

10 ¢ra + folyama-
tosan beépill a ta-
nagyagba kombinato-
rikaval egyiitt

9 — 10. évfolyam: 20
ora halmazelmélettel,
logikaval, kombinato-
rikdval egytitt; 11 —12.
évfolyam: 11 6ra kom-
binatorikaval egyiitt

Melyik temati- | Gondolkodasi modsze- | Gondolkodasi és meg-
kus egységben | rek ismerési modszerek
szerepel?

Tovabb haladas | A graf szemléletes fo- | A grafok eszkozjelle-
feltételei/vart galma, egyszeri alkal- | gii hasznalata problé-
eredmények mazasai mamegoldasban

1. tablazat. Kerettantervek dsszehasonlitésa

talalkozhatunk veliikk. Az érakeret egyik esetben sincs szigortiian meghata-
rozva, a javaslatok tobb anyagrészre vonatkoznak egyiittesen. Lathato az is,
hogy az 1j kerettanterv tobb lehetdséget kinal.

Az 0j tantervben mar szerepel, hogy mely alapfogalmak elsajatitasa a mi-
nimélis kovetelmény. Ezek a cstcs, az él, a fokszam, a fokszamok Osszege és
az élek szama kozotti Osszefiiggés. Itt mar a grafok alkalmazasi lehetGségeit is
kiemelik. Az Gsszes anyagrész koziil ez az egyik, amelynek a legtébb kapcso-
lodasi pontja van a tobbi tantarggyal. Hiszen gondoljunk csak bele, amikor
kémia 6ran a molekulak térszerkezetét dbrazoljuk, tulajdonképpen grafokat
hasznalunk. Az informatikdban szamtalanszor dolgozunk kozvetve, vagy koz-
vetlentil grafokkal, példaul mar maga a konyvtarszerkezet is egy fagraf. Bar
nem gondolnénk, de még a torténelem orén is talalkozhatunk veliik, amikor
példaul csaladfat dbrazolunk. Ezek mellett az 1j kerettanterv mér utal a
grafok mindennapi jelentéségére is, ehhez a kozlekedést hozza példanak.

Osszességében a kerettantervben torténd valtozasok pozitivan érinthetik
a grafok oktatasat. Hiszen az 1j tanterv mar felhivja a figyelmet az alkalma-
zasi lehet&ségek fontossagara, és tobb éraszéamot biztosit ezek elsajatitaséra.
Féls azonban, hogy mivel az éraszam az egész tematikus egységre kozosen
vonatkozik, igy eltolodhat a hangsily mas anyagrészek felé (pl.: kombinato-
rika).



Munkank soran osszegytjtottiikk az elmult évek kozépszint érettségieiben
szereplé graffal kapcsolatos feladatokat. Nagy meglepetésre tobb feladatsor
egyaltalan nem tartalmazott ilyen tipusu példat.

Ko6zépszintid érettségiben megjelend graffal kapcsolatos feladatok

2005. majus 10.:

9. Egy grafban 4 cstcs van. Az egyes csticsokbol 3; 2; 2; 1 él indul. Hany
éle van a grafnak?

(2 pont)

2005. majus 29.:

10. Egy allashirdetésre négyen jelentkeznek: Aladar, Béla, Cecil és Dénes.
Az adott id6ben megjelennek a vallalatnal, s akkor kideriil, hogy koziiliik
harman, Aladar, Béla és Cecil osztalytarsak voltak. Dénes csak Aladart
ismeri, 6k régebben egy kosarlabdacsapatban jatszottak. Szemléltesse az
ismeretségeket graffal! (Az ismeretségek kolesonosek. )

(2 pont)

14. Egy osztalyban a kévetkezd haromféle sportkort hirdették meg: kosar-
labda, foci és roplabda. Az osztaly 30 tanuldja koziil kosarlabdara 14, focira
19, roplabdara 14 tanul6 jelentkezett. Ketten egyik sportra sem jelentkeztek.
Harom gyerek koséarlabdazik és focizik, de nem réplabdazik, hatan fociznak
és roplabdaznak, de nem kosaraznak, ketten pedig kosarlabdaznak és roplab-
déznak, de nem fociznak. Négyen mind a haromféle sportot tzik.

a) Irja be a megadott halmazabraba a szévegnek megfelels szamokat!

b) Fogalmazza meg a kovetkezd allitas tagadasat! A focira jelentkezett
tanulok kozil mindenkinek van testvére.

c) A focira jelentkezett 19 tanulobol 6ten vehetnek részt egy edzstéabor-
ban. Igazolja, hogy tobb, mint 10000-féleképpen lehet kivalasztani az o6t
tanulot! d) Az iskolak kozotti labdartgo-bajnoksagra jelentkezett 6 csapat
kozott lejatszott mérkézéseket szemlélteti a 2. aAbra. Hany mérkszés van még
hétra, ha minden csapat minden csapattal egy mérkézést jatszik a bajnok-
sagban? (Valaszat indokoljal)

(a) 4 pont, b) 2 pont, ¢) 3 pont, d) 3 pont)

2005. oktoéber 25.:

9. Egy sakkverseny dontGjébe 5 versenyzé jutott be. Koziiliik 1 versenyzé
mindegyik tarsat ismeri, a tobbiek pedig egyenként 2 — 2 személyt ismer-
nek a donts résztvevsi koziil. Szemléltesse rajzzal (graf alkalmazasaval) az
ismeretségeket, ha az ismeretségek kolcsonosek!

(3 pont)

2006. februar 21.:
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8. Rajzoljon egy olyan 6t csiicspontt grafot, amelyben a pontok fokszama
4;3;3;2; 2.

(2 pont)

2006. majus 9.:

9. Egy négytagi tarsasag e-mail kapcsolatban van egyméassal. Barmelyi-
kiik egy-egy tarsanak legfeljebb egy levelet ir hetente. Vélassza ki a felsorolt
lehetGségek koziil, hogy maximum héany levelet irhatott Gsszesen egymésnak
a tarsasag 4 tagja 1 hét alatt? Valaszat indokolja!

a)4d-4=16

b)4-3=12

c)(4-3)/2=6

(2 pont)

2006. oktober 25.:

3. Oktoberben az iskoldban hat osztaly nevezett be a focibajnoksagra
egy-egy csapattal. Hany mérkszést kell lejatszani, ha mindenki mindenkivel
jatszik, és szerveznek visszavagokat is?

(3 pont)

2007. majus 8.:

14. A varosi kozépiskoléas egyéni teniszbajnoksag egyik csoportjaba hatan
keriiltek: Andréas, Béla, Csaba, Dani, Ede és Feri. A versenykiiras szerint
barmely két fitnak pontosan egyszer kell jatszania egymassal. Eddig Andrés
mar jatszott Bélaval, Danival és Ferivel. Béla jatszott mar Edével is. Csaba
csak Edével jatszott, Dani pedig Andrason kivil csak Ferivel. Ede és Feri
egyarant két mérkézésen van tul.

a) Szemléltesse graffal a lejatszott mérkdzéseket!

b) Hany mérkszés van még hatra?

¢) Hany olyan sorrend alakulhat ki, ahol a hat versenyz6 koziil Dani az
els6 két hely valamelyikén végez?

(a) 4 pont, b) 3 pont, ¢) 5 pont)

2008. majus 6.:

2. Egy 7-tagi tarsasagban mindenki mindenkivel egyszer kezet fogott.
Hany kézfogas tortént?

(2 pont)

2008. oktober 21.:

10. Az abréan lathato térképvézlat 6t falu elhelyezkedését mutatja. Az 6t
falu kozott négy olyan ut megépitésére van lehetéség, amelyek mindegyike
pontosan két falut kot Ossze. Ezekbdl két ut méar elkésziilt. Rajzolja be a
tovabbi két ut egy lehetséges elhelyezkedését tgy, hogy barmelyik falubol
barmelyik faluba eljuthassunk a megépiilt négy tton!
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(2 pont)

2009. majus 5.:

3. Egy négytagt csoportban minden tagnak pontosan két ismerdse van a
csoport tagjai kozott. Szemléltessen graffal egy ilyen ismeretségi rendszert!
(Az ismeretség kolesonos.)

(2 pont)

2010. majus 4.:

7. Az abran lathato hatpontu grafba rajzoljon be 2 élt ugy, hogy a kapott
graf minden cstucsabol 2 él induljon ki! A berajzolt éleket két végpontjukkal
adja meg!

(2 pont)

2010. oktoéber 19.:

2. Egy baréti tarsasdg minden tagja irt egy-egy SMS {izenetet a tarsasag
minden tovabbi tagjanak. Igy mindenki 11 iizenetet irt. Hany SMS-t irtak
egymasnak Osszesen a tarsasag tagjai?

(2 pont)

11. A didkoénkormanyzat tjonnan vélasztott négytagi vezetGsége: Kata,
Mari, Réka és Bence. Koziiliik Kata harom, Réka és Bence pedig két-két
vezetGségi tagot ismert korabbrol. Mari a négyes csoportnak csak egy tagjat
ismerte. (Az ismeretségek kolesonosek.) Rajzolja fel a négytagi vezetdség
valasztas el6tti ismeretségi grafjat! (2 pont)

2011. oktoéber 18.:

7. Rajzoljon le egy 4 pontu egyszerd grafot, amelyben a pontok fokszama
rendre 3, 2,2, 1!

(2 pont)

2012. majus 8.:

18.

a) Szamitsa ki annak a szabélyos négyoldala gilanak a térfogatat, mely-
nek minden éle 10 cm hosszi! Térgeometriai feladatok megoldasaban segithet
egy olyan készlet, melynek elemeibdl (kilyuggatott kisméretd gombokbdl és
kiilénb6z6 hosszisagi miianyag palcikikbol) matematikai és kémiai modellek
épithetdk. Az abran egy kocka modellje lathato.

b) Szamitsa ki az ABH sz6g nagysagat! (A test cstcsait tekintse pontok-
nak, az éleket pedig szakaszoknak!)

Anna egy molekulat modellezett a készlet segitségével, ehhez 7 gombot
és néhany palcikat hasznalt fel. Minden pélcika két gombot kotott Ossze, és
barmely két gombot legfeljebb egy palcika kotott Gssze. A modell elkészi-
tése utan feljegyezte, hogy hany palcikat szurt bele az egyes gombokbe. A
feljegyzett adatok: 6,5,3,2,2,1, 1.
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¢) Mutassa meg, hogy Anna hibat kovetett el az adatok felirdsaban! Anna
is r4jott, hogy hibézott. A helyes adatok: 6,5,3,3,2,2, 1.

d) Hany palcikat hasznalt fel Anna a modell elkészitéséhez?

(a) 6 pont, b) 4 pont, c¢) 4 pont, 3 pont )
A 2007. oktober 25-i, a 2009. oktober 20-i, valamint 2011. méjus 3-i kdzép-

szintd érettségi feladatsorokban nem jelennek meg grafelmélettel kapcsolatos
feladatok.
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3. Kutaték és tanarok véleménye

A grafoktatas helyzetének feltérképezésekor természetesen elengedhetetlen
maguknak az oktatoknak a felkeresése. Fontosnak tartottuk a teriilet szak-
értéinek a megkérdezését. Ennek érdekében Magyarorszag legelismertebb
grafelmélettel foglalkozd professzoraival beszélgettiink. Kivancsiak voltunk
arra, hogy 6k milyen bevezetési lehet&ségeket tartanak célravezetének a gré-
fok oktatasaban.

3.1. Frank Andras
(egyetemi tanar, ELTE Operaciokutatasi Tanszék, a Mate-
matikai Intézet igazgatoja)

Frank Andrés elmondta, hogy bar az egyetemen grafelmélet oktatasban rég-
Ota vesz részt, de a teriilet kdzépiskolai megjelenitésével sohasem foglalkozott.
Ezért észrevételei, megjegyzései legfeljebb csak vitaindito otleteknek, lehetsé-
ges megkozelitéseknek tekintheték. Benyomasa szerint nem igazén szerencsés
az olyan alapvetd grafelméleti fogalmak, mint fa, ut, kor, fokszdm mechanikus
bevezetéseivel kezdeni az ismerkedést. Célravezet6bb lehet olyan konkrét,
életszert problémakat keresni, és szemiigyre venni, amelyek természetesen
vezetnek el egyes grafelméleti fogalmak megfogalmazasanak igényéhez. Ugy
gondolja, hogy a hatékony algoritmusok vizsgalata az egyetemi oktatasban
ugyan alapvet&en fontos, ezek kozépiskolai targyalasara nem igen van lehe-
t6ség. Ugyanis mar az is nehéz feladat, hogy egy algoritmusroél eldontsiik,
hogy hatékony-e.

Szamos olyan algoritmus van, amelyek gyakorlati attekintése rengeteg id6-
be telne. Tekintsiik példaul azt a feladatot, mely soran egy n pontiu grafrol
kell eldonteni, hogy cstcsait ki lehet-e szinezni k szinnel gy, hogy azonos szi-
ni csucsok kozott ne vezessen él. Ha barmely két pont kozott vezet él, akkor
és csak akkor létezik jo szinezés, ha k > n. Ha van két pont (u és v), amelyek
nem szomszédosak, akkor az u és v cstucsok szine vagy megegyezik, vagy kii-
16nb6z6. Ha egyforma szind a két pontunk, akkor tudjuk ket egyesiteni, ha
eltérg szintek, akkor koztiik huzhatunk egy 1j élt. Mind a két esetben egy
1j grafot kaptunk. Ezeket a 1épéseket ismételgetve 2™ 1épés soran juthatunk
el a végss szinezésig. Ez az algoritmus tehat hiaba véges, a lépésszam még
igy is nagy, az algoritmus exponencialis nagysagu, és mar kis (pl.: 30 ponti)
grafokra is a gyakorlatban teljesen hasznélhatatlan. ,Akkor tekintiink haté-
konynak egy algoritmust, ha a lépésszama a bemend adatok méretének egy
hatvanyaval korlatozhat6. Az ilyen algoritmust polinomiélis futésidejiinek
nevezik (szemben az exponencialis vagy még nagyobb futéasidejd algoritmu-
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sokkal).” Annak eldontése pedig, hogy melyek azok az algoritmusok, amelyek
polinomialisak, mar béven meghaladja a kozépiskolai szintet, egyetemen is
csak masodévben keriilnek el§, és még itt is gondot okoz a hallgatok szaméra.

A grafelmélet kozépiskolai bevezetése a Konigsbergi hidak problémajaval
kezd6dhetne. Ennél a hires matematikai problémanal Kénigsberg (ma: Kali-
nyingrad) véaros hidjainak bejarhatosagat vizsgaljuk. A vérost atszels folyon
7 hid ivel at, amelyek a folyo két szigetét is érintik. Az egyik szigetrsl 2 — 2
hid vezet mind a két parta, a méasiknal 1 —1. A hetedik hid a két szigetet koti
Ossze. A kérdés az, hogy vajon be lehet-e jarni ugy a hidakat, hogy minden
hidon pontosan egyszer haladjunk at. Els6 megkozelitésben ra kell vezetni a
didkokat arra, hogy a lerajzolas alakja nem szamit. Vagyis, a szarazfoldeket
(a két partot és a szigeteket), mint pontokat abrazolhatjuk, koztiik pedig
éleket hiizhatunk a hidaknak megfelel6 moédon.

Felmeriilt a kérdés, hogy egy 2 ponttu grafban lehet-e a pontok fokszama
2 — 2. Természetesen lehet, tobb esetben is. Itt bevezethetjiik a tébbszoros
él, valamint a hurokél fogalmét. A hurokél esetén azonnal tisztazni kell azt a
kérdést, hogy mennyivel jarul hozzéa a fokszamhoz, hiszen ezt tobbféleképpen
lehet értelmezni. Fontos arra iigyelni, hogy meglévs fogalmak kiterjesztésénél
az eddigi alaptulajdonsagok tovabbra is érvényben maradjanak. Igy példaul a
hurokél fokszamok Gsszegéhez 2-vel jarul hozzé, hiszen a fokszamok Osszegére
vonatkozo eddigi szabalyunk csak igy maradhat tovabbra is igaz.

Véleménye szerint vannak olyan, a grafelmélet szempontjabol fontos, el
nem hanyagolhat6 feladattipusok, amelyeket mindenképp alkalmazni kell.
Ezekhez kell jo keretmesét kitalalnunk, igy érdekesebbé tenni Sket. Ide so-
rolta azokat a feladatokat, ahol megadott sorozatokrol kell eldonteni, hogy
lehet-e az egy egyszerd grafnak, paros grafnak, fanak fokszamsorozata. To-
vabba az olyan kozismert feladatokat, mint példaul bizonyitsuk be, hogy egy
tarsasagban mindig van két olyan ember, akiknek pontosan ugyannyi isme-
résiik van a tarsasagon beliil.

3.2. Hajnal Péter
(Egyetemi docens, Szegedi Tudoméanyegyetem Halmazelmé-
let és Matematikai Logika Tanszék, Tanszékvezetd helyettes)

Hajnal Péter elmondta, hogy nagyon szerencsés helyzetben érzi magét, hiszen
hozza csak motivalt, matematika irant érdekl6dd didkok kertilnek, szemben
egy kozépiskolai tanéarral, aki altaldban atlagos mai fiatalokat tanit matema-
tikdra. Véleménye szerint a grafelmélet bevezetésekor nagy segitség, hogy
az egyszeriibb feladatok lerajzolhatok, ezaltal a didkok kénnyebben megértik
Sket, el tudjak képzelni a problémat. Ugy gondolja, hogy bizonyos fogalmak
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1. abra. Hajnal Péter

formalis bevezetése folosleges. Példaul az izomorfia egy igen nehéz fogalom,
fontosabbnak tartja szemléletes feladatok megoldéasét, a definicié pontos ki-
mondasa helyett. Azonban megemlitette, hogy ha programozoéi hattér is van,
akkor az izomrofia fogalma is szemléletessé tehets. Egy programot kellene
irni, ami a képernydre két grafot rajzol ki (az élek egyenes szakaszok). Egy
feketét és egy pirosat. A fekete csak egy kép, de a piros mozgathatd. Az
egér mozgatasaval és klikkeléssel egy piros csiics mozgathato lesz. A cstcsok
mozgatasaval a ra illeszkedd élek is egyiitt mozognak. A kérdés: fedésbe
hozhato-e a fekete és piros graf? A megoldéas egy jaték. A jaték elstt tip-
pelni is kell. Sok olyan feladat-jaték kitalalhato, ahol a didkok zéme (ta-
pasztalata szerint) rosszul fog tippelni. Azt sejtik két lényegesen kiilonb6zs
grafrol van sz6. Aki ezek utan elGszor fedésbe hozza a két gréafot ,egy kicsit
biiszke lesz magara”. Az eredmény: Az izomorfia fogalma kialakul (minden
formalitas nélkiil). Ha pedig a jaték eredménye "nem lehetséges", akkor egy
matematikai tételt kell bizonyitanunk. Ha egy-két didk érdeklédik (vagy csak
elfogadja a matematikai bizonyitésra vald igényt) az mar nyereség. A sikg-
rafsdg fogalma hasonléan kezelhets: Egy dinamikus graf van a képernyén.
Mozgatéassal megszabadulhatunk-e az élek dtmetszéseitsl? Az egér mozgata-
sa, a képerny6 nézése sok didk szaméra a természetes viselkedés. Ezt lehetne
(egy kis szamitastechnikai ismerettel) Osszekotni a grafelmélettel. A legro-
videbb 1t keresését a kozépiskolai szintnél nehezebbnek tartja. Szerinte is
fontos valosagkozeli, érdekes feladatokat adni a didkoknak, azonban szem
elstt kell tartani, hogy a valésag mindig bonyolultabb. Példaul jo 6tletnek
tartja orarend-tervezéssel kapcsolatos feladatok megoldasat, figyelembe véve
azt, hogy a valosagban sokkal tobb befolyasold tényezd van, mint amennyit
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egy ilyen feladat keretei megengednek. Félelme, hogy bizonyos didkokat még
ezekkel sem lehet elérni, és az érdekesebbnek szant feladatokat is visszauta-
sitjak. Szerinte el6nyos lehet a grafokkal kapcsolatos tudéast, mas tantargyak
soran tanultakkal 0sszekotni. Példaul a kémiaban a szénhidrogénekkel, ahol
ugyan azt nem lehet kiszamolni, hogy hany hidrogén és hany szén atom al-
kotja, de példaul észre lehet azt venni, hogy mindig paros sok hidrogén atom
van (persze ehhez kell egy lista, amit a gyerekek maguk hoznak kémia oré-
rol). Ett6l mér egy lépés, hogy minden grafban paros sok paratlan foku cstcs
van. Tovabba a hidrogén atomok szama sosem haladhatja meg a szén ato-
mok szamanak négyszeresét. Ha valaki ezen észrevételeket indokolni szeretné
az egy tehetség. Véleménye szerint a lényeges probléma a motivacié. Nem
varhatjuk el, hogy minden didk érdeklédjon. A cél az, hogy a tanér észreve-
gye kiben van egy kis ,matematikai véna”. Azok, akik egy Kkicsit ,ellendllna”
azokbol is kibukkanjon egy kérdés, egy racsodalkozés. Ha a tanar észreveszi
a tehetséget, akkor azokkal mar kiilon foglalkozhat. A tobbiek felé pedig a
feladat a lecke megtanulésa, gyakorlas. Ha nincs motivacio, akkor ez is tul
sok lehet.

3.3. Lovasz Laszlo
(Akadémikus, egyetemi tanar, ELTE Szamitogéptudoméanyi
Tanszék)

2. 4bra. Lovasz Lészlo

Lovasz Laszlo az eddigi grafelmélet oktatasra szant érakeretet igencsak
limitaltnak tartja, éppen ezért szerinte nagyon fontos a rendelkezésre allo id6
leghatékonyabb kihasznalasa. Ugy gondolja, hogy a fogalmak puszta definia-
lasa nem megfeleld, sok id6t vesz el, az anyag igy til szaraz, és a célunkat sem
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érjiik el vele. Elmondta, hogy vannak olyan didakok, akiknek a matematikai
szépség, vagy egy szép gondolatmenet még manapsag is elegendé motivacio,
ugyanakkor talalkozhatunk olyanokkal is, akiket igy nem lehet elérni. Veliik
megismertethetjiik a grafelmélet egyes alkalmazasi teriileteit, és igy rajohet-
nek arra, hogy ez a mindennapi életben is hasznos lehet. Ilyen alkalmazasok
lehetnének egy jatékkal, internettel, vagy GPS-szel foglalkozo feladatok, hi-
szen a GPS is grafok segitségével dolgozik. Hozzatette, hogy a kézfogéssal,
koccintassal kapcsolatos feladatokat nem nevezhetjiik alkalmazasoknak, ezek
csupén atszovegezések. Tovabba jo 6tletnek tartja, hogy a tanarok grafokkal
kapcsolatos jatékokkal szinesitsék az orat. Elmondta még, hogy az alkalma-
zasok idordl idére valtoznak. A kiilonféle kongresszusokon mindig téma az,
hogy épp az adott id6ben mit tekintiink matematikai alkalmazésnak. Ezek az
alkalmazasok folyamatosan valtoznak, ezért az oktatasban is allanddan fris-
siteni kellene 6ket. Ezt 6 a tanarok rendszeres tovabbképzésének a keretében
tudja elképzelni.

3.4. Sziklai Péter
(egyetemi docens, ELTE Szamitogéptudomanyi Tanszék)

3. dbra. Sziklai Péter

Sziklai Péter izgalmas és szemléletes feladatok bemutatésaval keltené fel
a diakok érdeklGdését a grafelmélet irant. Erdekesnek tartja azokat a pél-
dakat, melyekben a cél a legrévidebb ut megtaldlasa. Amennyiben a graf
éleit nem lattuk el silyokkal, akkor a legrovidebb it nem jelent mast, mint a
legkevesebb élszamu utat, ellenkezd esetben azt, amelynek az élein szerepld
stulyok Osszege a lehetd legkevesebb.

Ennek latvanyos bemutatéasara két modellt is javasolt. A kettd kozti
lényeges kiilonbség, hogy mig az els§ esteben minden él silya 1, addig a
mésodik esetben tetszdleges nemnegativ sulyokkal lathatjuk el az éleket.

Az els6 esetben tekintsiink egy csatornahélézatot, melyet szeretnénk viz-
zel feltolteni. A feladat megoldasahoz a rendszert azonositsuk egy graffal a
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kovetkez6 modon: legyenek a graf élei a hélozatot alkoto csovek, csiicsai pe-
dig ezek talalkozési pontjai. A kérdés az, hogy a graf két kivalasztott pontja
kozott melyik a legrovidebb tt. Ennek megvalaszolasahoz kezdjiik el feltol-
teni a halozatot az egyik pontnal, és figyeljiik a viz aramlasat. A folyamat
sordn minden pontnal feljegyezziik, hogy mely csévon keresztiil ért oda els-
szOr a viz. Széamunkra az az idpillanat a fontos, amikor a viz elGszor eléri a
célpontot. Ekkor lathatjuk, hogy melyik élen, azaz csovon érkezett. Ezutan
megkeressiik az adott él masik végpontjat, melyre mar feljegyeztiik, hogy
honnan érekzett legkorabban a viz. Ezt folytatva konnyen visszavezehetjiik,
hogy melyik a legrovidebb 1t a kiindulasi ponttol.

A masodik javasolt szemléltetési modszer egy fagolyds Dijkstra-modell.
A Dijkstra-algoritmus egy graf adott csticsabol (legyen ez s) az Osszes tobbi
csucsba vezets legrovidebb utat keresi. Ebben az esetben a graf iranyitott
vagy iranyitatlan élei nemnegativ stulyokkal vannak ellatva. Tekintsiik azt az
S részgrafot, mely azokat a csticsokat tartalmazza, melyekhez méar megallapi-
tottuk a legkisebb stlyt utat s-bél, és azokat az éleket, amik ezeket az utakat
alkotjak (kiinduléskor ez a részgraf csupan a s kezdGpont). Az algoritmus so-
ran minden lépésben egy csticesal bévitjiik ezt a halmazt, mégpedig tgy, hogy
a csucs hozzavételével tovabbra is igaz maradjon az S részgrafra vonatkozo
feltétel. Ezt tgy tehetjiik meg, hogy keressiik a kdvetkez6 minimumot:

min {pe(u) + c(uwv) : uv kiléps él S-bol}

ahol pu.(u) az w cstcsba vezet6 minimalis ut sulya, c(uv) pedig az adott
uv él sulya. Azt az élt vessziikk hozzé a halmazhoz, melyen ez a minimum
felvétetik.[23|

Az algoritmus bemutatasa soran a graf csicsait azonos nagysagu és sulyu
fagolyokkal, az éleket a hosszuknak (stlyuknak) megfelels fonallal szemléltet-
jiuk. A modellt az asztalra fektetjiik, majd szépen lassan valamely pontjanal
fogva elkezdjiik felemelni. A graf akar egy valodi uthéalozat (kicsinyitett)
modellje is lehet, a cstcsokat Gsszekots fonalak vagy cérnak hosszai pedig a
valodi hosszak. Ha az at hossza kettd, akkor a fonal hossza is ketts, ha 7, ak-
kor 7. Lassan kezdjiik el felemelni a kezdSpontnal fogva a grafot. Figyeljiik,
hogy a csticsok mikor emlekednek fel az asztalrol. Amikor épp folemelkedik
egy goly6, akkor a keziinkben 1év6 pont pillanatnyi magasséga épp a két pont
tavolsaga a grafban. A mar levegében 1év6 pontok alkotjék az S részgrafot.

Ezeken a modelleken kiviil Sziklai Péter véleménye szerint jol lehetne
hasznélni a kiilonb6z6 kozosségi haldzatokat, mint példaul a facebookot, illet-
ve az iwiwet grafos feladatok szemléltetésére. Igy példaul az iwiw legrévidebb
it keresés funkcidja jol szemléltethets grafok segitségével.
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3.5. Szdényi Tamas
(Egyetemi tanar, ELTE Szamitogéptudomanyi Tanszék)

4. abra. Szényi Tamas

Sz6ényi Taméas ramutatott arra, hogy a grafelmélet csupan 1984 o6ta szere-
pel a matematika tanari képzés kotelezé tantargyai kozott, igy akik kordbban
szereztek diploméat, még nem tanultak, ezért idegenkednek téle. Elmondta
azt is, hogy tanari tovabbképzéseken gyakran vitatott kérdés, hogy mennyi-
re fontos a grafelmélet oktatasa. Sokszor felmeriilt mar, hogy nem lenne-e
hasznosabb a raforditott id6t més anyagrész, példaul a masodfoka egyenlet
megoldoképletének elmélyitésére felhasznalni.

Osszegzésként készitettiink egy tablazatot (2. tablazat), amelyben a graf-
elmélettel foglalkozé egyetemi oktatok véleményét foglaltuk ossze.

A tablazatbol jol lathatod, hogy valamennyien nagyon fontosnak tartjak
a grafok oktatasat, valamint a modellezési, és valosdgkozeli feladatok alkal-
mazasat a témakorben. Az alapfogalmak sulykolasat tobbségiik nem tartja
célravezetonek.
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Frank Hajnal Lovdsz Sziklas
Andrdas | Péter Laszlo Péter
Fontos + + + +
Fogalmak — — —
Modellezés + + + +
Valosagkozeli | + + + +
feladatok
Alkalmazasi Kémia, GPS, in- | Koz0sségi
lehetSségek orarend ternet oldalak
Legrovidebb | 7 — +
ut
Euler + +
Tovabbképzés +

Természetesen nem csak az egyetemi oktatokat kérdeztiik meg. Kozépis-
kolai matematika tanarok véleményét is kikértiik a grafok tanitasarol. Arra
voltunk kivancsiak, hogy mennyi id6t szannak a grafok tanitasara, mik azok
a fogalmak, feladatok, amik szerepelnek az 6rékon, és mennyire szeretik ta-

nitani ezt az anyagrészt.

3.6. Klacsakné To6th Agota
(Nagy Laszlo Gimnazium, XX. ker)

Klacsakné Toth Agota a kerettanterv alapjan minden évben megtanitja a
grafelméletet a 11-es didkjai szamara. Azonban ugyanez minden kollégajarol
méar nem mondhaté el, hiszen 6k ezt a témakort néha id6 hidnyaban teljes
mértékben kihagyjak az oktatott anyagok koziil. O is csak az alapvets fogal-
makat tanitja meg, kevesebb, mint 10 6rat szan rajuk. Eppen ezért 6nallo

5. abra. Klacsakné Toth Agota
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munkara csupan egyszertibb feladatokat adhat fel, hiszen példaul a korrel
kapcsolatos feladatok mér problémét jelentenek a didkoknak.

3.7. Nikhazy Laszloné
(Kazinczy Ferenc Gimnézium, Gyor)

6. abra. Nikhazy Laszloné

Nikhézy Lészloné a grafelméletet altaldban 12. osztélyban vezeti be a
didkjai szamara. Ekkor is csak azokra a részekre koncetralva, amelyek az
érettségihez kellenek. FEz maximum 3 — 4 6rat jelent, ennél tobbet idd-
hidnyban nem tud ré szanni. Kutatasunk soran atnéztiik az eddigi évek
érettségi feladatsorait, amelyekben mi magunk is meglepédve tapasztaltuk,
hogy valéban alig jelennek meg graffal kapcsolatos, valamint grafok segitségé-
vel megoldhato feladatok. Altalaban egy kozépszintt érettségiben maximum
2 — 3 pontot lehet grafok ismeretében Gsszeszedni, az 6sszes 100 pont koziil.
Nikhézy Laszloné hozzatette, hogy 6 személy szerint szereti tanitani ezt az
anyagrészt, és éppen emiatt nagyon sajnalja, hogy nem tud vele tobb id&t
foglalkozni.

3.8. Geré6es Laszlo

(ELTE Trefort Agoston Gyakorlé Gimnazium, Budapest)
Ger6es Laszlo abban a szerencsés helyzetben van, hogy 11-es, 12-es didkokat
altalaban csak fakultacion tanit. Itt sokkal nagyobb oéraszam (11-ben heti

2, 12-ben heti 4 oraval tobb) all rendelkezésére az egyes anyagok feldolgozé-
séra, igy a grafok oktatasara is. Az alapfogalmakra épiils feladatokon kiviil
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7. 4bra. Gerdes Laszlo

nehezebb példak is el6keriilnek az o6rain, példaul az Fuler-sétaval foglalko-
z6 problémak. Az anyagrészt egy latvanyos power point bemutatoval vezeti
be, amin szerepelnek az alapfogalmak, fontosabb tételek, valamint néhany
részletesen kidolgozott feladat. A feladataiban szeretné a didkok figyelmét
felhivni a grafok jelent&ségére a mindennapokban, ennek érdekében példaul
szociometriaval kapcsolatos feladatokat dolgoznak fel az 6rain.

3.9. Marton Sandor
(Babits Mihaly Gimnazium, Budapest)

8. 4bra. Marton Sandor

Marton Sandor elmondta, hogy sajnos ma mar nem gy mennek a dolgok
a matematika tanitasban, mint az ¢ didkkoraban. Ma mar csupan az akkori
oraszam 80%-a &all a tanarok rendelkezésére. Ennek kovetkeztében nagyon
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feszitett a tempod, de arra mindig nagy hangsulyt fektet, hogy a gyerekek
megtanuljak, hogy a grafok probléma-megoldasi eszkézként nagyon jol hasz-
nalhatoak. Hozzatette, hogy csak 2 érat szan réa a tanmenet, amennyiben
id6 marad inkdbb a geometriat pétolja, mert nagyon sok kimarad beléle. El-
mondta, hogy az 6 iskolajuk nem mérvado, hiszen ez egy erés gimnazium,
sokan mennek a BME-re, a Fazekas utan a legjobb egyetemi felmérsket irjak
tanitvanyaik, valamint a tavalyi Babits-napokon példéul Lovasz Lészlo tar-
tott el6adast a halozatokrol és a grafokrol. Tovabba a Tanar Ur elmesélte,
hogy 6 maga a grafelméletet konyvekbdl tanulta meg, hiszen az ¢ évfolyamé-
nak ez még nem nagyon volt tananyag az ELTE-n.

3.10. Név nélkul

Tobb altalunk megkérdezett kozépiskolai tanar csak név nélkiil vallalta, hogy
mesél nekiink arrél, hogy hogyan oktatja a grafelméletet. Sokan koziiliik csak
az egyszeriibb feladatokig jutnak el, szerintiik a grafok egyaltalan nem fonto-
sak ezen a szinten. Taladlkoztunk olyan véleménnyel is, mely szerint annyira
egyszert a grafelmélet, hogy azt a diakok otthon, egyediil is fel tudjak dolgoz-
ni. Beszélgettiink tobb olyan tanarral, akiknél egyéaltalan nem szerepelnek a
grafok.

Osszegzésként elmondhatjuk tehat, hogy a kozépiskolai tanarok vélemeé-
nye igen valtozatos, de néhany pontban tobbségiik egyetért. Ide sorolhato
az idéhiany, valamint az, hogy érettségin alig szerepelnek graffal kapcsolatos
feladatok, igy mas tananyagot fontosabbnak tartanak. Mindannyian hang-
stulyoztak, hogy az alapok nem tul nehezek, és ha lenne ra tébb ids, akkor
hasznos lehetne az oktatasuk.
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4. Bevezetési lehet6ségek

Az eddigi kutatasi eredményeink figyelembevételével a kozépiskolai grafelmé-
let oktatasanak egy 1j felépitésére tesziink javaslatot. Célunk annak megmu-
tatasa, hogy létezik olyan felépités, modszer, amely megfelel a matematiku-
sok altal tamasztott igényeknek, a tantervi céloknak és egyben nem allitja
megoldhatatlan nehézségek elé azokat a tanarokat sem, akik a témaval nem
foglalkoztak egyetemi tanulméanyaik soran.

Két merében kiilonbozd téma segitségével dolgoztuk ki bevezets feladat-
sorainkat. Ezek kivalasztasakor fontosnak tartottuk, hogy minél kozelebb
alljanak a didkok mindennapjaihoz. Célunk felhivni a didkok figyelmét arra,
hogy a graf nem csak kotelez§ tananyag, hanem egy olyan eszkoz is, amit
indirekt modon szinte mindig alkalmazunk a hétkoznapokban. Ennek meg-
felelGen valdsaghoz kozeli, gyakorlatias feladatok kidolgozasara torekedtiink.

A két f6 témakor, amik koré a feladataink épiilnek a facebook és a koz-
lekedés, melyekhez kapcsolodo példék nagyon jol szemléltethetSk grafokkal.
Mindketts segitségével bevezethetSk a grafelméleti alapfogalmak, amiket ér-
dekes és valtozatos feladatokon keresztiil ismerhetnek meg a didkok. Nagy
elénytik az eddigi feladatokhoz képest, hogy kozvetleniil mutatjik meg a gra-
fok alkalmazasi lehet&ségeit.

A két témakor egylittes feldolgozasat javasoljuk a kozépiskoldban. A
grafok bevezetését tetszés szerint barmelyikkel elkezdhetjiik. Sok fogalom
mindkét felépitésben szerepel. Ezek segitségével, amikor ratériink a masodik
témara, akkor a méar megtanult fogalmakat ismételhetjiik, a didkok tudasat
elmélyithetjiik, mikézben a még hianyzo fogalmakat is megtanitjuk nekik.

Most tekintsiik at az elkészitett feladatsorokat. Az egyes feladatoknal
megjeloltiik, hogy mely fogalmak bevezetésére, gyakoroltatasara szolgalnak.
A feladatok koziil parat részletesebben is kidolgoztunk, néhany helyen ramu-
tattunk a tovabbfejlesztési lehetGségekre is.

4.1. Facebook

Két ok miatt esett a valasztasunk a facebookra. Az egyik az, hogy népszert-
sége egyre nagyobb. Hazankban a felhasznalok szama mar kozel négymillio
{6, ezzel a 39. legtobb facebook felhasznaloval rendelkezé orszag vagyunk.
Szinte minden kozépiskolas didk hasznalja nap, mint nap. FEzen keresztiil
ismerkednek, tartjak a kapcsolatot barataikkal, szervezik a programjaikat. A
maésik ok, hogy funkciéi rendkiviil jol alkalmazhatok a grafok bemutatésara.

A facebookkal kapcsolatos feladatok feldolgozésa el6tt nagyon fontos tisz-
tazni a hasznalt kifejezéseket. Ebben a fejezetben ismerds, ismeretség alatt
természetesen mindig azt értjiik, hogy az illeték facebookon egymas isme-
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(a)

(b)

(c)

rGsei. A facebook két funkcidjat hasznaltuk a feladatokban. Az egyik a
megosztas. Errdl azt kell tudni, hogy ha egy személy megoszt valamit, akkor
azt kizarolag az ismerGsei lathatjak, és a feladatokban feltessziik, hogy 6k
latjak is a megosztott tartalmat. A masik a bokés funkcié, mely segitségével
barmely felhasznalé virtudlisan megbokhet egy masikat. A 3. tablazatban
osszefoglaltuk a facebook funkciok kapcsolatat a grafokkal.

Facebook funkciok Grdffal kapcsolatos alapfogalmak
Személyek csucsok

Ismeretség él

Ismerdsck szama fokszam

Megosztas szomszédos csiicsok halmaza

Bokés, bejelolés iranyitott él

3. tablazat. Facebook-graf megfeleltetés

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Gsszetettebb fogalmak bevezeté-
séhez.

A feladatokban egy képzeletbeli 9.a és 9.b osztaly facebookos tevékeny-
ségeit vizsgaljuk. A didkok koziil tébben délutani szakkorre és nyelvvizsga
elckészitére jarnak:

e angol nyelvvizsga el6készits: 9 {6
e német nyelvvizsga elkészits: 12 £6
e rajzszakkor: 6 {6
e médiaszakkor: 8 {6
1. Feladat. Rajzszakkirre Anna, Betti, Csaba, Dani, Eszter és Fanni jdr.

Anna és Csaba ismerdsok facebookon. Csabdanak még Eszter és Dani az is-
merdse a csoportbol. Betti rajzszakkoros ismerdsei Fanni és Eszter. Tobb
ismeretség nincs. Rajzoljuk le az ismeretségi halot.

Rajzoljuk le az ismeretségi hdlot, ha tudjuk, hogy Anndnak 5, Bettinek 4,
Csabanak 1, Daninak és FEszternek 3, Fanninak 2 rajzszakkords ismerdse van
a facebookon.

Rajzoljunk le kettd lehetséges ismeretségi halot, ha csak annyit tudunk, hogy
Anndnak 5, Bettinek 4, Csabdnak, Daninak és Eszternek 3, Fanninak 2 rajz-
szakkdros ismerdse van a facebookon.
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Megoldds. Fz a feladat az alapfogalmakkal val6 megismerkedést szolgalja. A
gyerekek modellezési készségének fejlddését segiti. Konnyen lehet, hogy ekkor
talalkoznak el6szor a grafokkal, igy méar maga az dbrézolés is kihivést jelent
szamukra.

A (b) rész megoldéasa: A feladatnak pontosan egy j6 megoldasa van. Az
abrazolast Annéval érdemes elkezdeni, hiszen § mindenkit ismer, ezért a neki
megfelel§ cstcsbol az Osszes tobbi csticshoz vezet él. Ekkor lathatd, hogy
Csabéval is kész vagyunk, hiszen neki nincs tobb ismerGse. Ezek utdn mar
Betti ismerdseinek dbrazolédsa is egyértelmt, hiszen 4 személyt ismer, vagyis
Csaban kiviil mindenkit. Igy Fanni 2 ismerdsét is megkaptuk. Mar csak a
Dani és Eszter kozotti ismeretséget kell 4brazolni, és kész vagyunk.

A (c) rész megoldasa: Ebben a feladatban tobb jo megoldas is sziilet-
het. Tovabbra is Annéval érdemes inditani az abrazolast, de utdna mér nem
egyértelmd az abrazolas. Ha egyszerdien az 5,4, 3,3, 3,2 fokszamsorozatot
adjuk meg nevek nélkiil, akkor az izomrofia fogalméat is megismertethetjiik
a didkokkal. Az adott fokszamsorozathoz izomorfia erejéig ketts kiilonbo-
z§ graf tartozik. Azonban ez egy igen nehéz fogalom, de a definici6 pontos
kimondasara itt nincs is sziikség. Hajnal Péter példaul azt javasolta, hogy
az ,atnevezhetGségre” mutassunk ra, azaz arra, hogy ha adott két izomorf
graf, akkor, ha az egyikben a cstcsok jeloléseit a megfelel6 moédon cseréljiik
fel, akkor megkaphatjuk a masikat. Természetesen a feladatnak erre a részére
célszertd késGbb visszatérni, ha a didkoknak mar nem okoz gondot a feladatok
grafos abréazolasa. m

2. Feladat. A 9 fds angol csoportban eldfordulhat-e, hogy mindenkinek 3
ismerdse van a facebookon?

Megoldas. Ez a feladat a fokszémok Osszegére vonatkozo tételt gyakoroltatja.
A tétel azt mondja ki, hogy egy grafban a fokszamok Gsszege mindig paros,
hiszen minden élt pontosan kétszer szamolunk. Ez alapjan a helyes vélasz
az, hogy nem fordulhat el§, hiszen ebben az esetben a fokszdmok Gsszege
9.3 = 27 lenne, ami paratlan. O]

3. Feladat. Az uj 9.b osztdalyban az évnyito utdn a didkok elkezdték beje-
lolnt egymdst a facebookon. A hét végén Eszter biiszkén mondta, hogy mig
mindenkinek 14 ismerdse van az osztalybol, addig neki mdr 15. Péter azt
dallitotta, hogy Eszter rosszul emlékszik. Mdasnapra Eszter javitotta magdt, és
azt mondta, hogy mindenkinek 15 ismerdse van.

(a) Igaza lehet-e Eszternek, ha az osztdlylétszam 217
(b) Mekkora minimdlis osztdlylétszamnadl lehet igaza Eszternek?

(c) Igaza lehet-e Eszternek, ha az osztalylétszam 177
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(d) Igaza lehet-e Eszternek, ha az osztdlylétszam 187

Megoldas. Az el6z6 feladathoz hasonléan ebben a példaban is a fokszamok
osszegével foglalkozunk. Az el6z6 feladatban a cstcsok széma is ismert volt,
igy konnyd volt kiszamolni a fokszamok Osszegét. A feladat elsd felében
akarhany cstucs is van, a fokszamok Osszege biztosan paratlan, hiszen ha n
cstucsunk van, akkor a fokszamok 6sszege 14-(n—1)+15, ami mindig paratlan.
Az (a) rész megoldasa megegyezik az el6z6 feladatéval. Ezzel a gyerekek
atismétlik az el6z6 gondolatmenetet. A (b) részre konstrukeiot kell adni, a
feltétel nyilvan teljesiil egy 16 f6s osztalyban, ha mindenki ismer mindenkit.
A (c) rész csak frissitése az (a)-nak. A (d) rész méar csak tehetségesebb
gyerekeknek valo. Egy lehetséges megoldéas egy kor komplementuma.

Ezek a feladatok tobbek kozt olyan feladatokat is helyetteitenek, ahol egy
szamsorozatrol kell eldonteni, hogy meg lehet-e valositani egy fokszamsoro-
zatot. [

4. Feladat. Hdny ismeretség van dsszesen, ha az osztdlybol mdr mindenki
bejelilte és visszaigazolta a mdsikat?

Megoldas. Fz a feladat a teljes graf éleinek szaméra kérdez ra. ]

5. Feladat. Bizonyitsuk be, hogy mindig vannak ketten az osztalyban, akiknek
ugyanannyi ismerdsik van facebookon az osztdlybol.

Megoldds. Ezt a feladatot a skatulya-elv segitségével oldjuk meg. Egy n
csticst egyszerd grafban egy csics fokszama maximum n — 1. Igy legfeljebb
n—1 darab kiilénb6z6 fokszam lehetséges. Mivel n csticsunk van, igy biztosan
lesz legaldbb 2, melynek megegyezik a fokszama. m

6. Feladat. A 21 fds 9.a osztaly tagjai kézott 140 ismeretség van facebookon.
Igaz-e, hogy ha bdrki feltesz valamit, azt mindenki ldtja?

Megoldas. Ez akkor teljesiilne, ha az ismeretségi halo egy teljes graf lenne,
vagyis ha az élek szama 210 lenne. O

7. Feladat. A 9.0 osztalyban a lanyok kozil mindenki ismer mindenkit a
facebookon. Tudjuk, hogy a kéztik lévd ismeretségek szama 55. Kati is ebbe
az osztdlyba jdr. Hdany ldnyismerdse van az osztdalybol?

Megoldas. Ez egy Osszetettebb feladat a teljes graf élszaménak gyakoroltata-
sara. Annyiban érdekesebb a szokasos teljes grafos feladatoknal, hogy nem
a csucsokbol kell az élek szamat meghatarozni, hanem forditva, az élek sza-
ménak ismeretében kell a cstcsok szaméra kovetkeztetni. Réadésul nem is
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kozvetlentil erre kérdeziink ra, ezzel is segitve az absztrakcios készség fejls-
dését. A feladatnak taldn az a legnehezebb része, hogy a didkok felismerjék,
hogy a kérdés megvalaszolasahoz igazabol csak a graf csticsainak a szamat
kell megadni, ami az el6z6 feladat megoldésa utan mar nem okoz nagy ne-
hézséget. O

8. Feladat. A 8 fds média szakkor tagjai mindannyian megosztottik a vizsga-
filmgiiket a facebookon. Tudjuk, hogy van olyan vided, amit a szakkor minden
tagja ldatott. Legaldbb hdny ismeretség van a csoporton beliil? Rajzold le azt
az esetet, amikor a lehetd legkevesebb €l van!

Az el6z6 feladatokban a konnyebb alapfogalmakat vezettiik be, most pe-
dig Osszetettebb, egyéb fogalmakat (példaul fagraf, kor stb.) is gyakoroltato
példak kovetkeznek. Ezeknek a megoldéasait a dolgozatba mar nem tessziik
be, a honlapunkon mér megtalalhatoak.

Az osztalyokban a hézi feladat is altalaban a facebookon terjed, aki meg-
kapja, rogton posztolja azt, hogy a tobbiek is lassék.

9. Feladat.

(a) A 12 fés német csoporton belil 55 facebook-ismeretség van. Igaz-e, hogy
mindenkihez el tud jutni a hdzi feladat facebookon keresztil, ha a tandrnd
valakinek elkildi azt?

(b) Mutassunk példdt arra, hogy 11 ismeretség elég ahhoz, hogy mindenkihez
eljusson a hdzi feladat. Rajzoljunk le 4 lehetdséget!

(c) Tudjuk hogy, ha Juli felteszi a hdzi feladatot, akkor azt mindenki ldtja.
Hdny ismerdse van Julinak?

(d) Bizonyitsd be, hogy ha 10 ismeretség van a csoporton belil, akkor nem jut

el mindenkihez a hdzi feladat!

10. Feladat. A 9.b osztalyban mindenkinek legaldbb eqy osztdlytdrsa isme-
rdse a facebookon, €s tudjuk, hogy kevesebb ismeretség van az osztdlyon beliil,
mint 21.

(a) Bizonyitsuk be, hogy biztosan van olyan, akinek csak eqy ismerdse van az
osztalybol.

(b) Hdny ismeretség lehet az osztdlyban?
11. Feladat. Tudjuk, hogy a német csoporton beliil az ismeretségi-grdf olyan,

hogy ha barmely két didk dsszevész, és megszintetik a koztik lévd ismeretséget,
akkor tovdabbra is eljut barkitdl barkiig a hdzi feladat.

(a) Legaldabb hdny ismeretség van?
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(b) Bizonyitsuk be, hogy eggyel kevesebb ismeretség nem elég.

12. Feladat. Baldzs megosztotta facebookon a londoni kirdnduldson késziilt
videct. A 9 fds angol csoportbol mindenkinek pontosan két ismerdse van a fa-
cebookon. Aki megldtja kézilik az 1ij videdt, szintén megosztja azt. Eldfordulhat-
e, hogy valaki nem ldtja a videdt? Rajzoljuk le a lehetdségeket!

Megoldds. Ha mindenkinek két ismerése van, akkor az ismeretségeket abra-
zol6 graf diszjunkt korok unidja lehet csak. A didkok els6 gondolata valdszi-
nileg a 9 ponti kor lesz. A kérdést azért fogalmaztuk meg igy, hogy ezutan
ne alljanak meg, folytassdk a gondolkodést: meg lehet-e oldani, hogy valaki-
hez ne jusson el a vide6? A valasz természetesen igen, hiszen a graf 2 vagy 3
kisebb kor unidja is lehet. O]

9. abra. Diszjunkt korok unidja
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13. Feladat. Anna a rajzszakkoron mindenkit megkérdezett, hogy hdny ba-
ratjukat bokték mdr meg a szakkorrdl, illetve, hogy dket hanyan bokték meg.
A wvdlaszokat az aldbbi tabldazatban foglalta dssze:

A B C D E F
Hany embert |1 0 1 0 3 1
bokott meg?
Hany ember |1 1 2 1 1 1
bokte meg?

4. tablazat. Anna felmérése

Bizonyitsuk be, hogy valaki nem mondott igazat!

Megoldds. Ennek a feladatnak a megoldasa egyaltalan nem nehéz, célunk
csupén az irdnyitott grafok bemutatasa. A feladat segitségével a diakok lat-
hatjak, hogy milyen sok lehetdség rejlik még a grafokban. Természetesen
az irdnyitott grafok részletesebb vizsgalata mar nem fér bele a kerettanterv-
ben meghatarozott éraszamba, legfeljebb fakultacion foglalkozhatunk veliik

mélyrehatobban.

4.2. Metro

]

A kozlekedés témakorben Budapest tervezett metrohélozatanak térképét vet-
tiikk alapul. Mar maguk a metrévonalak és a megallok egy grafot alkotnak.

Térkép objektumazi

Gradffal kapcsolatos alapfogalmak

Allomasok

csucsok

Metré vonalak

élek

Adott allomasrél indulési ira-
nyok szama

fokszam

Csomo6pontok

2-nél nagyobb fokszamu csicsok

Pérhuzamos metrévonalak

parhuzamos él

5. tablazat. Metro-graf megfeleltetés

Ezen alapfunkciok segitségével jutunk el az Osszetettebb fogalmak beve-

zetéséhez.

14. Feladat. Keress olyan megdllot ahonnan
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10. abra. Metrotérkép

(a) 1
(b) 2
(c) 3

(d) 4 irdnyba tudsz elindulni.
Melyik megdllobol lehet a legtobb irdnyba elindulni?

Megoldds. Ez a feladat a grafokkal valo ismerkedést segiti. Az iranyok sza-
ma a metré vonalak grafjdban az egyes cstucsok fokszdama. A legtobb cstcs
fokszama 2, ezek azok a megéllok, amelyeken egy metré vonal halad at.
Az 1 fokszamu csiicsok pontosan a végéllomésok. 3 fokszamu csticsot nem
talalunk, érdemes feltenni a kérdést, hogy mikor lehetne ilyen a grafban. Ter-
mészetesen ez csak Ugy lenne lehetséges, ha egy metréovonal végallomasa, és
egy mésik metro koztes allomésa egy pontba esne.

A legtobb irdanyba a Deédk Ferenc térrél tudunk elindulni, itt 4 metré
talalkozik, vagyis 8 iranyba indulhatunk.

Ennél a feladatnal a parhuzamos élektsl eltekinthetiink. O

15. Feladat. Rajzold le azt a grdfot, amelynek csicsai a csomopontok, élei
a koztik lévd metrovonalak.

Megoldds. Ez egy bevezets feladat, melynek célja a gyerekek modellezési
készségének a fejlesztése (12. &bra). Ehhez egy nagyon hasonlo feladat:
Rajzoljuk le azt a grafot, amelynek cstcsai azok a megallok, amik elhagyasa-
val tovabbra is barmely két allomas kozott vezet ut! Itt egy nagyon hasonlo
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grafot fogunk megkapni, azzal a kiilonbséggel, hogy az eredeti feladat élei
ebben mar utak. Ilyen formaban természetesen mar csak az Osszefiiggéség
bevezetése utdn adhatjuk fel a didkoknak.

Ujpest-Kozpont Lehel tér
)Oktngon
Deak tér
Astoria
Kelenféldi Kalvin tér

palyaudvar

11. abra. Atrajzolt metrotérkép

16. Feladat. Minden metrovonalon kiilonbozd szini pecsétet adnak jeqyke-
zeléskor. Eqy jeqyen lehet tobb pecsét, de 2 egyforma szind nem. Ossze lehet
gyljtent az Osszes pecsétet eqy jegyre ugy, hogy kozben mem johetink fel a
metrobol?

Megoldds. Fz egy jatékos feladat, amelyben a didkokat probalkozasokra, raj-
zolésra Osztonozziik. Az el6zé feladatban lerajzolt graf nagy segitséget nytjt-
hat szamukra. Az Gsszes szinl pecsétet tobb lehetséges tton is Gssze lehet
gytjteni. Az egyik ilyen: Oktogon - Astoria - Keleti palyaudvar - Kalvin tér
- Deak tér - Oktogon - Ujpest-Varoskozpont.

17. Feladat. Hdany két csomopont kozott halado metroszakaszt kell még épi-
teni ahhoz, hogy barmely két csomopont kézott legyen kézvetlen jarat?

18. Feladat. Gergd felszdll a metrora. Azt a jdatékot taldlja ki, hogy miutdn
ment vele eqy kicsit, leszall, majd eqy mdsikra felszdll, és azzal is elmegy
valameddig. Biztosan vége lesz eqyszer ennek a jdatéknak?

Megoldds. ElSfordulhat, hogy ennek a jatéknak sosem lesz vége, ha példaul
Gerg6 korbe-korbe utazgat a csomopontok kozott. O]

19. Feladat. Melyek azok a szakaszok, amelyeket ha lezdrnak, akkor még
mindig el tudunk jutni barmely dllomdsrol barmelyikre?
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20. Feladat. Mutass 4 kiilonbozd eljutdsi lehetéséget a Kdlvin tértdl Ujpest-
Kozpontig.

(a) Van-e 2 olyan 1it, amelyeknek nincs kozds megalldja?
(b) Ha az Astoridat lezarjdk, akkor van-e 2 ilyen ut?

(¢c) Minimum hdny dllomdst kell ahhoz lezdrni, hogy ne lehessen eljutni a
Kdlvin tértsl Ujpest-Kdzpontig?

Megoldds. Ennél a feladatnal nagyon kell vigyaznunk arra, hogy a hétkéznapi
értelemben hasznalt Ut szo, valamint a grafok esetében az ut fogalma nem
feltétleniil jelenti ugyanazt. Az elsd feladat, miszerint mutassunk 4 kiillénb6z6
eljutéasi lehetGséget, a hétkoznapi értelemben utalhat 4 kiilonb6z6 utvonalra,
de a gréafelméleti fogalomra nem, hiszen a térképen nem talalunk 4 olyat,
melyeknek se kozos allomaésa, se kozos szakasza nincs. Itt megemlithetjiik a
séta fogalmat.

2 olyan utat, melynek nincs kézos megalloja még talalhatunk, azonban az
Astoria lezarasa utan ez mar nem lehetséges, hiszen minden tutvonal athalad
a Deék Ferenc téren. A (c) kérdésre a valasz 1, elég a Deak Ferenc teret
lezarni, barmely masik megéllo lezarésa esetén lesz még ut a két allomas
kozott.

Az ebben a feladatban megjelent fogalmak a jelenlegi felépitésben nem jel-
lemzGek. Mi azért dontottiink amellett, hogy szerepeljenek a feladatsorunk-
ban, mert az egyetemi professzorok szinte kivétel nélkiil ajanlotték, emellett
nagyon latvanyosak, jol szemléltethet&ek, valamint sok alkalmazasi teriileten
igen fontosak. [l

21. Feladat. Az 1-es (sdrga) metré Barack Obama ldtogatdsa miatt le van
zdrva az 0sszes megdllojaval eqyiitt. El tudsz-e jutni a Csoméri ittol a Fila-
torigdtig metroval?

22. Feladat.

Uj tarifdt vezetnek be a metrévonalakon. Eszerint annyiszor 30 Ft-ot kell
fizetniink, ahany dllomdst érintink. Minimum mennyibe keril eljutni

(a) A Gyongydsi utcdtdl a Ferenc kéritig?
(b) Az Arpdd hidtsl a Ferenc kéritig?

Megoldas. Mindkét megallotol a Ferenc korutig atszallas nélkiil el tudunk
jutni a kék metré vonalan. Azonban fontos észrevenni, hogy mindkét eset-
ben van gazdasigosabb ttvonal. A Gydngyodsi utcatél érdemesebb Ujpest-
Ko6zpont felé elindulni, majd ott atszallni a 6-os metrora, aztan az Oktogonon
az b-Osre, végiil a Kalvin téren visszaszallunk a 3-asra. Ez ugyan sokkal bo-
nyolultabbnak titinik, de igy csupan 6 allomést érintiink, még ha atszallas
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nélkiil utazunk, akkor 10-et. Az Arpad hidtol, ha elindulunk a 3-as metro-
val, majd a Lehel téren atszallunk az 5-0s (rozsaszin) metrora, és a Kalvin
téren szallunk vissza a kékre, akkor 60 Ft-ot spérolhatunk. Ezzel a feladattal
méar utalhatunk az élsilyozott grafokra, amelyek mar ugyan meghaladjék a
kozépiskolas szintet, azonban érdekes lehet a diakok szamara. Emelt szinten
akar ehhez kapcsolodo feladatokat is kidolgozhatunk. O]

23. Feladat. A Lehel téren betortek egy bankba. A renddrok ildézdbe vették
a bankrablot, aki a metréba menekilt. Ugy probdlta megtéveszteni a renddri-
ket, hogy néhdnyszor dtszdllt, és mdsik metroval folytatta az tutjit. Ha egy
metroszakaszon mdr utazott a rablo, akkor azt mdr figyelik a renddrik, igy
nem tud ujra azon utazni. Amig tudott, lent maradt a metréban. Amikor
mdr nem volt mds lehetdsége, kijott a metrobol. A renddrok mdar a kijdaratndl
vdartak. Hol kaptdk el a bankrablot?

Megoldds. Az Euler-sétaval, Euler-korrel foglalkozo feladatok a kozépiskolai
grafoktatas talan legérdekesebb része. Ez az a témakor, melyhez a jelenlegi
tankonyvekben is talalhatunk érdekes feladatokat, és amely leginkabb felkelti
a didkok érdeklsdését. A feladat megoldésa a 12. abran lathato graf segit-
ségével célszerd. Megoldhatd parhuzamos élekkel, és azok nélkiil is. Els6
esetben a valasz az Oktogon, utébbinal a Deak Ferenc tér. O

4.3. Gyakoroltatott fogalmak

Készitettiink egy tablazatot, melyben 6sszefoglaltuk, hogy feladatsoraink se-
gitségével mely fogalmakkal ismerkedhetnek meg a didkok.

4.4. Kompetenciak

A feladatsor készitése kozben nem csak az volt a célunk, hogy a sziikséges
fogalmakat lefedjiik, hanem az is, hogy a kiilonb6z6 kompetenciak fejlédését
is segitsiik. Ennek alapjaul a PISA felmérésben szereplé kompetenciak szol-
galtak. Készitettiink egy tablazatot, melyben a 2.2. fejezetben ismertetett
kompetencia komponenseket, az azok fejlesztését szolgéild feladatokkal péro-
sitottuk.
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Fogalmak Facebook Metro
Cstics 1.,2., 3., 4., 5. 14., 15., 16.
El 1.,2.,3.,4.,5 |14, 15, 16.
Fokszam 1., 2., 3., 4., 5. | 14., 15.
10., 13.
Csucsok és élek szama kozotti | 10.
osszefiiggés
Fokszamok Gsszege 2., 3., 13.
Teljes graf 4.,6., 7 17.
Ut 8., 0. 14., 15., 20.
Séta 20.
Fa 8. (csillag), 9.,
10.

Kor 11., 12. 15., 18., 19.
Osszefiiggdség 11., 12. 15., 19., 20., 21.
Komponensek 11., 12. 19., 20., 21.
Elvago pont(halmaz) 20., 21.
Diszjunkt at 11. 20.
Iranyitott graf 13. a legtobb feladat

atalakitahto
Parhuzamos él 15.
Legrovidebb 1t 22.
Euler 23.

6. tablazat. A feladatokban felléps grafelméleti fogalmak

4.5. Eddigi feladatok lefedése

Feladataink az eddigi tankonyvek feladatainak jelentGs részét lefedik. Egyes
fogalmakat kevésbé tartottunk fontosnak (példaul: izolalt pont, hurokél),
helyettiik mas fogalmakat vezettiink be (példaul: elvagod pont, komponensek
stb.).

Az alabbi tablazatban megmutatjuk, hogy az altalunk megvizsgalt tankonyv-
csaladok feladatait hogyan fedik le a feladatsoraink. A kovetkezé jeloléseket
hasznaltuk:

e V: Matematika 11., Dr. Vancsoé Odén, Racié konyvek
o (Cz: Matematika 11 — 12., Czapary-Gyapjas, Nemzeti Tankonyvkiado

e S: Sokszind matematika 11., Mozaik Kiado
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Kompetencidk Feladatok

Gondolkodés F/6, 7, 11, 13, M/15, 16, 18, 20, 22

Ervelés F/2, 3,5, 7,10, 12, M/17, 20, 21, 23

Kommunikécio minden feladatban az els§ 1épés a ma-
tematikai tartalom megértése

Modellezés F/1,3,4,7, 8,12, M/14, 16, 22, 23

Problémafelvetés- és megoldasa

F/2, 5,9, M/17, 19, 20, 21

Abréazolas

F/1, 8, 12, M/16

Szimbolikus, formalis nyelv és
technikai mtveletek

egyik feladatot sem kozvetleniil a ma-
tematika nyelvén fogalmaztuk meg, igy
ez a didkok feladata

Eszkozhasznalat

szamos eszkozt segitségiil hivhatunk,
pl.: szamitogép

7. tablazat. Kompetenciak a feladatokban

e H: Matematika 11., Hajnal-Szamado-Békéssy, Nemzeti Tankonyvkiado

Feladataink Eddigi feladatok a tankoényvekben

Facebook/1 V /48, S/45/5, H/188

Facebook/2 S/45/2, H/185

Facebook/3 H/185

Facebook/4 S/61/1, H/182,183, V /53

Facebook/5 V/68,S/45/7, H/186

Facebook /6 S/61/1, V /53, 55,56, 57, 71, 74,
/182, 183

Facebook/7 V/53,54,58,72,73, H/182,183

Facebook/8 Cz/13, S/61/2

Facebook/9 Cz/13,416, S/61/2

Facebook/10 Cz/12, H/184

Metr/17 S/61/1, 11/182, 183, V/53

Metro/19 Cz/11

Metro/20 H/190

Metro,/23 S/55/1,2,3,4, 11/192, Cz/4

8. tablazat. Atfedések a feladatokban
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5. Melléklet

5.1. Klacsakné Toth Agota levele

Kedves Dorka és Veronika!

Attanulmanyoztam dolgozatukat. Jo a témavalasztas, igazan hianypot-
16, alapos munkat olvashattam. A feladatok kittinSek, gyerekekhez kozelallo
témakat érintenek, konnyen megértetik a didkokkal a grafelmélet alapfogal-
mait. Az egyes témakhoz kapcsolodo feladatok rendkiviil sokrétiiek, mind a
nehézségi szint, mind a megoldasukhoz sziikséges kompetenciak tekintetében.
Ennek a kis feladatgytijteménynek jo hasznat veheti valamennyi kézépiskolai
tanar ill. diak. Javaslatom, hogy készitsenek a feladatokhoz megoldasi titmu-
tatot (akar a dolgozaton kiviil, kiilon dokumentumban), igy a neten keresztiil
olyan didkok is haszonnal olvashatjék, akiknek nincs alkalmuk kozépiskolé-
ban megismerkedni a grafelmélet alapjaival, de sziikségiik lenne a tudasra
a sikeres érettségi érdekében. En személy szerint mindkét érettségizé oszta-
lyomban hasznalni fogom a feladatokat a rendszerezd Gsszefoglalas soran. Az
egyik osztalyt idén vettem at, tavaly nem tanultak a grafokrol, igy ezeken a
feladatokon keresztiil fognak megismerkedni a témaval.

Gratulalok munkajukhoz, tovabbi tanulmanyaikhoz sok sikert kivanok.
Udvozlettel:

Klacsakné Toth Agota
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