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1. Bevezetés

"Miért kell olyan dolgokat tanulni az egyetemen, amiket késébb
sehol nem fogunk hasznalni?"

Kovacs Veronika

Altalaban olyan emberek jelentkeznek matematika szakra, akik érdekld-
nek a matematika irant (vagy akiknek kevés a pontszama mas szakokra).
Meégis sokszor felmeriil a tanar szakos hallgatokban az a kérdés, hogy az
egyetemi anyagot fogjak-e még valamire hasznalni, miért kell ezt vagy azt
az anyagrészt megtanulni. Természetesen tanar szakos hallgatoként minden-
ki tudja, hogy ahhoz, hogy iskoldban tanithasson, ismernie kell a fels6bb
matematikat is. A kozvetlen kapcsolat azonban az egyetemi matematika és
az iskolai matematika kozott sokszor nem latszik. A kiilonb6zG egyetemi
kurzusokon a hallgatok megismerkednek matematikai modszerekkel és struk-
tarakkal, de altaldban hidnyoznak a tanulédsbol azok a pillanatok, amikor
vilagossa valik szamukra, hogy ezt a tudast a késébbiekben mikor, és milyen
formaban tudjak alkalmazni.

1.1. Célkittizések és eredmények

Dolgozatunk célja annak megmutatésa, hogy egy matematikatanér igenis se-
gitségiil hivhatja az egyetemen tanultakat az iskolai feladatok megoldasakor,
valamint 1j feladatok kitalalasakor. Es annak is, hogy ezen feladatok esetén
az absztrakt, fels6bb matematikit igénylé gondolatmenetek hogyan alakitha-
toak at kozépiskolas, egyetemi hatteret nélkiiloz6 megoldassa. Kozépiskolai
elemi és versenyfeladatokon keresztiill mutatjuk meg, hogyan hasznalhatjuk
fol az absztrakt algebrabol tanultakat az iskolaban. Tovabbi célunk, hogy
ez bekeriiljon az egyetemi oktatésba is, vagyis az oktatok az iskolai példakat
bevigyék a tanarszakos oérakra, és ezéltal rairdnyitsak a hallgatok figyelmét
az iskolai feladatok és az 6ran tanult anyag kapcsolatara.

Bar ez utobbi cél kicsit nagyratérének tiinik, részben meg is valosult.
Dolgozatunkat eljuttattuk az dsszes (volt) tudoméanyegyetem és az egri Es-
terhazy Kéaroly Fdéiskola algebra oktatoihoz, és megkértiik, irjdk meg a té-
méhoz valé hozzaallasukat és a dolgozatrol vald véleményiiket. A fogadtatés
a vartnal is pozitivabb volt. Dolgozatunk els6 két feladata a megoldésokkal
egyiitt elhangzott az ELTE TTK BSc matematika-tanar szakirany regularis
Algebra 3 el6adasan:

http://bolyai.cs.elte.hu/~csaba/bboard/20120/alg3 /alg3sort.pdf

http://bolyai.cs.elte.hu/~csaba/bboard /20120/alg3 /eal2.pdf

Az altalunk megkérdezett oktatok:



e dr. B. Szendrei Méria, tanszékvezet§ egyetemi tanar, Szegedi Tudo-
manyegyetem, TTK, Algebra és Szamelmélet Tanszék

o dr. Csorgd Piroska, egyetemi tanar, Eszterhazy Kéroly Faiskola, TTK,
Matematika Tanszék;

e dr. Horvath Gébor, az Algebra Kutatocsoport vezetSje, Debreceni
Egyetem, TTK, Algebra és Szamelmélet Tanszék;

e dr. Hermann Péter, tantargyfelelGs, egyetemi docens, E6tvos Lorand
Tudomanyegyetem, TTK, Algebra és Szamelmélet Tanszék;

e dr. Szabo Laszlo, a linearis algebra targy oktatdja, egyetemi docens,
Szegedi Tudoméanyegyetem, TTK, Algebra és Szamelmélet Tanszék.

mind elismerdleg nyilatkoztak munkinkrol. Mindnyajan érdemesnek tartjak
a feladatokat az egyetemi oktatas bévitésére és a tudomanyegyetemek oktatoi
mindnyéjan igéretet, illetve feltételes igéretet tettek arra, hogy 6k is tanitani
fogjak az altalunk Osszeéllitott anyagot. Az errdl szolo leveleik a dolgozat
mellékletében taldlhatoak.

1.2. Modszerek és kovetkeztetések

Kutatasunk soran ¢sszegytijtottiik a kiilonbozo feladatgytijteményekbdl és az
elmilt 50 év matematika versenyeir6l az algebrahoz kapcsolodé feladatokat.
Ezek koziil a dolgozatban csak versenyfeladatok szerepelnek, és a szamos
modszer koziil is csak néhény olvashatd terjedelmi korlatok miatt. A fel-
adatoknak megvizsgaltuk az absztrakt algebrai hatterét, és rajuk frappans,
rovid megoldast adtunk. Az algebrai megoldés segitségével, ahol lehetett,
1j elemi megoldésokat kerestiink. Dolgozatunkban ezek koziil mutatunk be
néhanyat. A sok modszer koziil két nagyobb témakorre 6sszpontositottunk:
a moduléris lineéris algebréara és a mitivelettablakra. Az el6bbihez tobb, az
utobbihoz kevesebb feladatot talaltunk. A polinomokkal kapcsolatos mod-
szerekkel (gyoktesztek, gyokok és egylitthatok kozotti Osszefliggések, stb.)
megoldhato feladatok feldolgozasa egy mésik dolgozat témaja lesz terjedelmi
és didaktikai okok miatt.

Az absztrakt algebra alkalmazasainak Osszegytijtése nem szamit jdon-
sagnak. Csak ebben a téméaban 1983 6ta 13 monografia jelent meg, ezek
koziil [17] két kiadést is megért. A linearis algebra alkalmazésairol megjelent
konyvek szama 100 folott van. Koziilik az elss (|22], 1955) numerikus tech-
nikdkat mutat be: valds sajatértékd méatrixokat alkalmaz kiilonbozd tipusu
polinom sorozatok generalasara és kiilonbozé tipusu gradiensek kiszamolé-
sdra. Ezutan 20 évet kellet varni arra, hogy més teriiletekre is kiterjedjen



ez az alkalmazas. Linearis programozas-beli és jatékelméleti alkalmazasokrol
szol a [23| monogréfia, és ez mar egy terjedelmesebb hivatkozas jegyzéket is
tartalmaz tovabbi kutatasokhoz. A kényv népszertiségét mutatja, hogy 4 év
alatt megért két kiadast, és oroszra is leforditottak. Az els6 kodelméleti al-
kalmazéasok 1989-ben jelentek meg a kétkotetes, egyetemi kurzusokhoz szant
[9], [10] sorozatban. Magyar nyelven 2002-ben jelent meg Prasolov kényve
[18],[19], amelyet tobb fels6bb egytemi kurzus is hasznél. Szintén megjelent
magyarul az els6 magyar szarmazasu Abel-dijas matemeikus, Lax Péter két
kiadast is megért konyve [15], [16]. Lax Péter az Abel-dijat bonyolult parci-
alis differencidlegyenletek megoldasaért nyerte el. Konyvében szerepelnek a
linearis algebra ilyen irdanya alkalmazésai is.

A téméankhoz legkozelebb a legendas Babai-Frankl [1] all, amelyben a
szerzOk felsoroljak a linearis algebra legszebb matematikai alkalmazasait, el-
sGsorban a kombinatorikaban és a geometriaban. Ezen alkalmazéasok azonban
kozépiskolai tudast meghaladd ismereteket igényelnek, elemi bizonyitasai az
ott folsorolt tételeknek nem ismert.

Osszefoglalva elmondhatjuk, hogy az algebra és linearis algebra alkalma-
zésai terjedelmes irodalommal rendelkezik. Ezen alkalmazasok elsGsorban
matematikidn beliili, a matematika mas agait elGsegité alkalmazasok. A té-
makor kozépiskolai alkalmazasairdl ezekben semmi nem szerepel.

A lineéris algebra alkalmazasainak fontossagat és elterjedségét mutatja
az is, hogy az ELTE Matematika BSc elemz6 szakiranyon a 6. félévben
kotelez$ targy a Linearis algebra alkalmazasai. A targy tematikdja széles
spektrumot 6lel fel, szereplnek benne kombinatorikai, analitikus, geometria
és valoszintiségszamitas-beli alkalmazésok is.

Az altalunk ismertetett feladatok megoldasahoz alapvets (Z, folotti) li-
nearis algebrai és elemi absztrakt algebrai ismeretek sziikségesek. Ezek: test,
vektortér, bazis, fiiggetlenség, determinans, sajatérték, merdGlegesség, illetve
csoport-axioméak, mivelettabla (Cayley-tablazat). Ezen ismeretek barmely
lineédris algebra vagy absztrakt algebra jegyzetben megtalalhatok. Ma az
ELTE-n els6sorban [4]-t és [12]-t hasznaljak. Debrecenben ezeken kiviil a
[8, 11, 14, 20| konyvekbdl oktatjak a lineéris algebrat, am [11]-ben és [20]-
ben csak valos és komplex test folotti vektorterek szerepelnek, igy ezek nem
adnak komoly segitséget munkédnkhoz. Szegeden a mér emlitett Szabo Laszlo
jegyzete [24] mellett [13]-t is hasznaljak.

Absztrakt algebrakonyvbdl is béséges a kinalat. A klasszikusnak szamito
[2] feladatgytijteményt mindenhol mas-mas jegyzettel egészitik ki, Debrecen-
ben példaul [3]-vel [7]-vel. Szegeden Schmidt Tamas [21] mellet ajanljak a
[6] sorozatot is, [5]-vel egyiitt. Ezek barmelyikében szerepelnek a nekiink
sziikséges fogalmak.

A dolgozat elkészitésekor sokan tamogattak minket, kiilon szeretnénk a
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segitséget megkoszonni azoknak az egyetemi oktatoknak és kutatoknak, akik
atolvastak munkankat és azt értékelték, ellattdk megjegyzésekkel. Itt mon-
dunk koszonetet Nikhazy Laszlonak, aki Juhész Péter és Posa Lajos egyik
segitdje, és aki folyamatosan segitette munkankat észrevételeivel és javasla-
taival.



2. Iskolai feladat algebrai hattérrel

"Az a baj, hogy ha a hallgatok meglatnak egy sakktablat, nem
veszik észre, hogy egy 64 dimenzios vektortérrel van dolguk."
Szab6 Csaba

Els6 két példank a Poésa Lajos féle matematikai tehetséggondozo tabo-
rokban egy gyakori feladvany, ami garancia arra, hogy nem teljesen egyszert
feladattal van dolgunk. Poésa Lajos legendas hirt tehetséggondozd matema-
tikatanar. A dolgozat egyik szerzd@jének volt szerencséje részt venni megfi-
gyel6ként és segitéként matematika taboraiban. Poésa Lajos 1988 6ta szervez
sajat taborokat, melyek sokban kiilonbéznek a hagyoméanyos gyerektaborok-
tol. Vannak hétvégi taborok, melyek péntek délutantol vasarnap délutanig
tartanak, és egy hetes nyari taborok. Mindkett6 meghivasos alapon miikédik.
A nyéari taborokba altalaban a legtehetségesebb, versenyeken is jol szerepld
didkokat hivja el. Ezekben Poésa Lajos a legkiilonféléebb moédon készteti a
didkokat a matematikaval valo foglalkozasra. A gyerekek méar hetekkel, ho-
napokkal a tabor el6tt hazi feladatokat kapnak. Egy taborban koriilbeliil
20-25 didk vesz részt, akik altaldban 2-4 f6s csoportokban dolgoznak. A
tabor folyaman a didkok a foglalkozasok és jatékok mellett dolgozatokat is
irnak.

Az altalunk feldolgozott két feladatot is ezeknek a tdboroknak az anya-
gabol meritettiik. Ugy valasztva, hogy mig ott a nehezebb feladatok kozott
vannak szamontartva, mi absztrakt eszkozokkel viszonylag egyszerd megol-
dést talaljunk.

Juhéasz Péter Posa Lajos elsé tanitvanyainak egyike, és azota allando segi-
t6je. Ma mar 6 is 6nallo "Poésa" taborokat szervez. Az ELTE-TTK-n regula-
ris tanora keretében tanitja a Posa Lajostol eltanult modszereket elsGsorban
matematikatanar szakos hallgatok szamara, a Hogyan foglalkozzunk tehet-
séges gyerekekkel? cimid egyetemi kurzuson. Az elsd két feladattal ezeken
az Orakon talalkoztunk. Kiilonosen biiszkék vagyunk arra, hogy a feladatok
linearis algebrai megkozelitésést ¢ sem ismerte. Azonban mostantol tanita-
ni fogja egyetemi orain, az errdl szold elismerd nyilatkzata a mellékletben
olvashato.

2.1. Sortindérek

Jancsi kapott egy gyonyort szép sakktablat kardcsonyra. Am éjszaka a go-
nosz boszorkany megvaltoztatta a szinezését: néhany fekete mez6t fehérre
szinezett, egyes fehéreket pedig feketévé valtoztatott. Mikor ezt Jancsi meg-
latta, nagyon elszomorodott, de szerencsére 16 jotiindér a segitségére sietett.



A sakktabla minden sordhoz és minden oszlopahoz tartozik egy jotiindér, aki
azzal a kiilonleges képességgel bir, hogy a sajat soraban vagy oszlopaban a
szinezést az ellentettjére tudja valtoztatni. Tehét egy 1épésben az adott sor-
ban vagy oszlopban minden feketét fehérre, és minden fehéret feketére szinez
at.

Vissza tudjék-e allitani a jotiindérek az eredeti sakktabla szinezést?

Amikor a kérdésre keressiik a valaszt, akkor nem elégsziink meg egy egy-
szerd igennel vagy nemmel, hanem ennél sokkal részletesebb indoklast sze-
retnénk. Arra is kivancsiak vagyunk, hogy egyaltalan mely szinezésekbdl
allithato vissza az eredeti sakktabla. Amikor ezt a feladatot kidolgoztuk, ak-
kor ezt olyan sorrendben tettiik, ahogy Poésa Lajos a taborokban, és Juhasz
Péter az oran.

2.2. Sortiindérek - Iskolai megoldas 1

Rutinos feladatmegolddknak vilagos, de kezdSk is néhany probalkozas utan
észrevehetik, hogy amikor egy tiindér megvaltoztatja a sajat sorat vagy osz-
lopat, akkor abban a sorban vagy oszlopban a fekete négyzetek szamanak
paritasa nem valtozik. Ha az adott sorban vagy oszlopban x db fekete négy-
zet volt, akkor a véltoztatas utan 8 — z fekete négyzet lesz. Ha x péros,
akkor 8 — x is péros, illetve ha z paratlan, akkor 8 — z is paratlan. Igy
a tiindérek valtoztatasa a feketék szamanak paritdsat mindvégig valtozatla-
nul hagyja. Ha tehat a gonosz boszorkidny altal megvaltoztatott sakktabla
olyan, hogy paratlan sok fekete mez6 van rajta, akkor a tiindérek segitségé-
vel nem lehet helyreallitani. Ezzel megoldottuk az eredeti feladatot: a valasz
altalaban nem. Felmeriil azonban a kérdés, hogy melyek azok a szinezések,
amelyek megjavithatok. Példaul igaz-e, hogy azok megjavithatok, amelyek-
ben paros sok fekete négyzet van? A valasz nyilvanvaléan nem, hiszen az
el6z6 gondolatmenet sorokra és oszlopokra is elmondhaté volt, azaz mindig
minden sorban és oszlopban is paros sok fekete négyzet kell, hogy legyen. Itt
mar latszik, hogy tjabb és tjabb feltételek meriilhetnek fel, ezért jobb lesz a
szinezések szisztematikus vizsgalata.

Nézziik meg, mi torténik egy kis négyzet szemszogébdl, amikor a tiindérek
probaljak megjavitani a sakktablat. Egy kis négyzetre 2 tiindér van hatas-
sal: az oszloptiindére és a sortiindére. Amikor egy tiindér valtoztat, akkor
a kis négyzet szine megvaltozik. Egy tjabb valtoztatas utan viszont ismét
az eredeti szinét nyeri vissza, az 6 szemszogébdl tehat csak annak van jelen-
tGsége, hogy Gsszesen hanyszor lett megvaltoztatva, a tiindérek sorrendjétsl
fliggetleniil. Hasonldan, ha egy tiindér valtoztat, akkor a kis négyzet szine
megvaltozik, majd ha ez a tiindér ujra valtoztat, akkor négyzetiink vissza-
kapja eredeti szinét. Igy csak az szamit, hogy egy tiindér paros vagy paratlan
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sokszor valtoztatott. Ha péros sokszor, az olyan, mintha nem véaltoztatott
volna 1-szer sem, ha pedig paratlan sokszor, az megfelel annak, hogy csak
1-szer véltoztatott. Ez minden kis négyzetre egyszerre igaz, tehat feltehetd,
hogy minden tiindér O-szor vagy 1-szer valtoztathat.

Vegylik észre, hogy minden szinezés elérhets tgy is, hogy az elsé sortiin-
dér nem valtoztat. Ha ugyanis ¢ valtoztat, és igy eljutunk egy sakktabla-
szinezéshdl egy mésik szinezéshez, akkor ehhez a szinezéshez el lehet jutni
mégegyféleképpen: minden tiindér pontosan az ellenkezGjét csinélja, mint
az el6bb. Ha az el6bb egy tiindér valtoztatott, akkor most nem valtoztat,
ha pedig nem valtoztatott, akkor most valtoztat. Igy ugyanazt a szinezést
kapjuk meg.

Tegyiik fel tehat, hogy az elsé sortiindér nem valtoztat. Az oszloptiin-
dérek ilyenkor kényszerhelyzetben vannak: meg kell javitaniuk a sakktabla
els6 sorat. Minden oszloptiindér eldonti, hogy valtoztat-e vagy sem, asze-
rint, hogy a sajat oszlopadban az elsé négyzet szine megegyezik-e az eredeti
sakktablaszinezéssel. Ha megegyezik, akkor nem valtoztat, ha nem egyezik
meg, akkor véltoztat. Ezutan az oszloptiindérek tobbet nem szerepelnek,
mert tudjuk, hogy csak O-szor vagy l-szer valtoztathatnak. Igy a sortiindé-
rek keze is meg van kotve: meg kell javitaniuk az elsé oszlopot. Hasonloan az
oszloptiindérekhez, a sortiindérek is eldontik, hogy valtoztatnak vagy sem,
aszerint, hogy a sajat sorukban az els§ négyzet szine megfelel-e az eredeti
sakktablanak. Ha az els6 oszlop is helyreallt, a sortiindérek sem szerepelnek
tobbet. Ha most a sakktabla szinezése megegyezik az eredeti sakktéblaszine-
zéssel, akkor készen vagyunk, ha pedig nem, akkor nem is lehet helyreallitani
a szinezést.

Vegyiik észre, hogy mar akkor latszik a sakktablan, hogy meg lehet-e ja-
vitani, amikor a 8 oszloptiindér megjavitotta az elsé sort. A sortiindérek
pontosan akkor tudjak megjavitani a szinezést, ha ekkor minden tovabbi sor
pontosan olyan, mint az elsG, vagy annak az ellentettje. Az a feltétel, hogy
minden sor az elsé sorral megegyezik, vagy annak ellentettje, az oszloptiin-
dérek hatésa soran sem valtozik meg. Tehéat egy sakktablarol ranézésre el-
donthets, hogy megjavithato-e vagy nem, hiszen pontosan azok a sakktablak
hozhatok helyre, amelyekben barmely két sor vagy megegyezik, vagy egymas
ellentettje. O]

Erdemes megjegyezni, hogy bar a mi megoldasunk koherens és folytonos,
még a tehetséges didkok sem oldjak meg ebben a folyamatban. A taborok-
ban és az 6ran Juhész Péter szamos segédfeladatot ad fel kdzben, hogy az
észrevételeket megtehessék.
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2.3. Sortiindérek - Iskolai megoldas 2

Miutan megallapitottuk, hogy a paratlan sok fekete mez6t tartalmazo sakk-
tablat nem lehet visszaéllitani az eredeti szinezésre, itt is felmeriil a kérdés,
hogy mi a sziikséges és elégséges feltétele annak, hogy egy szinezésbdl el
lehessen érni a sakktabla szinezést.

Meggondolhato, hogy ha egy X szinezésbdl egy 1épéssorozattal elérhetd
egy Y szinezés, akkor az Y szinezésbdl is elérhets az X, ha visszafelé végre-
hajtjuk ugyanazokat a lépéseket. Ebbdl kivetkezik, hogy az olyan szinezése-
ket meg lehet javitani, amelyek elérhet6k az eredeti szinezésbél. Igy a kérdeés
ugy is fogalmazhatd, hogy melyek azok a szinezések, amelyek az eredeti sakk-
tablabol elérhet6k? Az eredeti szinezésben minden sor vagy megegyezik az
els6vel, vagy annak ellentettje, és minden valtoztatids utan megmarad ez a
tulajdonsiga a sakktédblanak. Tehéat csak ilyen szinezések érhetsk el. Be
kell még latnunk, hogy minden ilyen elérhets, ehhez pedig megadunk egy jo
lépéssorozatot. ElGszor az oszlopokat szinezziik at agy, hogy az elsé sor meg-
egyezzen X elsé soréval, nevezziik ezt a szinezést Y-nak. Ekkor igaz maradt
az a tulajdonsag, hogy minden sor az elsé sorral megegyezik, vagy ellentettje,
tehat az Y szinezés k-adik sora az X szinezés k-adik soraval azonos, vagy az
ellentettje, ez pedig a sor atszinezésével a megfelelére allithato.

O

Ehhez a megoldashoz azt kell hozzatenni, hogy bar révidnek tiinik, ma-
gas foku absztrakcios és feladatmegoldo képességet feltételez a didkokrol. Az,
hogy ezek a miiveletek invertalhatoak, és ezért elég a célszinezésbdl kiindul-
ni, még nem elég ahhoz, hogy "észrevegyiik", mik az elérhets szinezések.
Erre csak olyanok képesek, akik mér szamos ilyen feladatot lattak elGtte.
Gondoljunk csak bele, hany sakktébla atszinezést kellene papiron kézzel vég-
rehajtanunk, hogy ilyen megéllapitasra jussunk.

2.4. Algebrai megoldas - absztrakt vektortér

Nézziik meg, hogy egy matematikus hogyan forditana le az algebra nyelvére
ezt a feladatot.

A megfeleltetés: Legyen n;; az i. sor j. négyzete, és V' az n,; vektorok
altal generalt vektortér Z, folott. Ekkor lathatd, hogy V' dimenzidja 64,
hiszen az n;; vektorok fiiggetlenek, és 64 darab van beldliik (ennyi négyzet
van a sakktablan). Minden v € V vektor felirhato a kovetkezd alakban:
> Aijngj, ahol )y értéke vagy 0 vagy 1. Ekkor minden sakktabla szinezésnek
megfelel egy V-beli vektor, ahol az n,;; egytitthat6ja 0, ha a neki megfelels
négyzet az adott szinezésben fehér, és 1, ha fekete. (Természetesen a fekete
és fehér négyzetek szerepe felcserélhets.) Igy egy kolesondsen egyértelmid
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megfeleltetést definidltunk a sakktabla szinezések és a V-beli vektorok kozott.
Az eredeti sakktabla szinezésnek megfelels vektort jeloljiik a-val. Ekkor

a = E oy

i+j paros

A tiindérek hatasa: Nézziik meg, hogy amikor egy tiindér megval-
toztatja egy négyzet szinét, mi torténik az annak a négyzetnek megfelelé
vektorral. Ilyenkor az adott vektor egyiitthatoja 1-rél O-ra, vagy 0-roél 1-re
valtozik. (Példaul, ha a négyzet szine eredetileg fekete volt, akkor a neki
megfeleld vektor egyiitthatdja 1. A tiindér valtoztatasa utan a négyzet szi-
ne fehér lesz, tehat az egyiitthatoja O-ra valtozik.) Z, felett ez nem jelent
mést, minthogy az adott egyiitthatohoz 1-et hozzdaadunk. Egy tiindér egy
egész oszlopra vagy sorra van hatassal, tehat amikor ¢ valtoztat, akkor ab-
ban az oszlopban vagy sorban minden egyiitthatohoz hozzdadunk 1-et. A k.
oszlophoz tartozé tiindér hatdsanak megfelels vektor:

8
O = g,
i=1
Azaz a k. oszlop megvaltoztatasakor ezt a vektort adjuk hozza az aktuélis
szinezésnek megfelel6 vektorhoz. Hasonléan a sortiindérekre:

8
Sk = g Ny
j=1

A probléma modellezése: Adott egy tetszGleges szinezés, azaz egy
v € V vektor. Ehhez a sortiindérek és az oszloptiindérek véltoztatasakor a
nekik megfelels o, és s, vektorokat adjuk hozza. Az eredeti szinezés akkor
érhetd el, ha az a vektor elall a fentiek linearis kombinaci6jaként, azaz benne
van a v, o;, és s, vektorok altal generalt altérben.

A feladat megoldasa: Lathato, hogy ha egy tetszéleges szinezésbol
elérhetd az eredeti egy valtoztatas-sorozattal, akkor az eredetibdl is elérhets
az adott szinezés, ha visszafelé végrehajtjuk ugyanazt a valtoztatas-sorozatot.
Figyeljiik meg, hogy a teljesen fehér sakktablabol elérheté az eredeti, ha
a paratlan sorokhoz és a paros oszlopokhoz tartozé tiindérek valtoztatnak,
vagyis vektorokkal az aldbbi moédon:

E S T E O, =2a
k paratlan k péaros

A megoldashoz azoknak a szinezéseknek megfelels vektorokat keressiik, me-
lyek elérhetGek a fehér sakktablabol, azaz a 0-bol. Hiszen ezekbdl elérhets a
fehér sakktabla, amelybdl a fentiek szerint megkaphato az eredeti.
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A 16 tiindérhez tartozo vektorok koziil 15 fiiggetlen. Ezek halmazat B-vel
jeloljiik:
B = {917927 ~+-308,89,83,- .- 7§8}
A 0-bol elérhets vektorok ezek lineéaris kombinacidiként allnak els, azaz egy
adott v vektort akkor és csak akkor kaphatunk meg, ha

v € (B).

Tehat az eredeti szinezés pontosan az ilyen v vektoroknak megfelel szine-
zésekbdl érhets el. Egy v vektorrél pedig Gauss-eliminacioval kénnyedén
eldonthetd, hogy teljesiti-e ezt a feltételt. m

2.5. Algebrai megoldas - matrixok vektortere

Ebben a megoldasban vektorok helyett matrixokkal dolgozunk. Nagy elénye
az el6z6hoz képest, hogy sokkal szemléletesebb, ugyanis vilagosan latszik a
sakktabla és az algebrai lefras kozotti kapcsolat.

A megfeleltetés: Minden szinezésnek megfeleltetiink egy 8 x 8-as méat-
rixot gy, hogy a sakktébla 7. soranak j. négyzetének a matrix a;; eleme felel
meg. Ha ez a négyzet fekete, akkor a;; = 1, ha pedig fehér, akkor a;; = 0.
Az eredeti sakktabla szinezésnek megfelel§ matrix:

10101010
01010101
10101010

A_|0TO0O1TO0 1001
10101010
01010101
10101010
01010101

A teljesen fehér sakktablanak megfelels nullmatrix:

SO DD OO o oo
SO DD OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO o oo
S OO OO o oo

—_
S



Ez egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés a 8 x 8-as matrixok és a sakk-
tabla szinezések kozott.

A tiindérek hatasa: Az el6z6 megoldasban leirtakhoz hasonloéan a tiin-
dérek valtoztatasa itt is a Z, feletti 1 hozzéadasat jelenti egy egész sorhoz
vagy oszlophoz. Ennek megfeleléen példaul a 3. oszloptiindérnek megfelelé
matrix a kdvetkezs:

O OO OO OO oo
O OO OO oo oo
I = S S S e s T T
O OO OO oo oo
S OO OO oo oo
S OO OO oo oo
OO OO OO oo
OO OO OO oo

Hasonldéan a 2. sortiindérhez tartozé matrix:

o
o
o
)
o

S,

[N elNelBoNBeBoll e
[l eNoNeBoll e
[l eNoNeBoll e

SO OO OO
SO OO OO
SO OO OO
SO OO O o
SO DO DO OO

Igy amikor egy tiindér valtoztat, akkor az aktualis sakktablanak megfelels
méatrixhoz az adott tiindér matrixa adodik hozza.

A probléma modellezése: Hasonloan az el6z8 algebrai megoldéshoz,
egy adott sakktabla szinezésnek megfelels C € M®*8(Z,) méatrixbol akkor
érhetd el az eredeti sakktabla A matrixa, ha az elgall a C, Sy és O, matrixok
linearis kombinaciojaként. Vagyis, ha A felirhato

C+> MSe+ > mOy
k k

alakban, ahol A\ és ui értéke 0 vagy 1 lehet. Vagy mésképp, ha A € C +
<Sl7 827 S37 SR 08>
A feladat megoldasa: Vegyiik észre, hogy

(1) Y78 +) 0i=0 & Y S+ Y Op=A
k k

k péaratlan k péaros
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Ez a korabbiakhoz hasonléan pontosan azt jelenti, hogy a teljesen fehér sakk-
tablahoz tartozo 0 méatrixbol elérhetd az eredeti A matrix, és forditva. Igy
azok a szinezések javithatok meg, amelyek C méatrixa megkaphato a nullméat-
rixbol a sortiindéreknek és az oszloptiindéreknek megfelel6 matrixok linearis
kombinacidjaként, azaz ha létezik \;, y; € Zo, hogy

8 8
1=2 =1

A tiindéreknek megfelel6 méatrixok koziil csupan 15 szerepel a fenti linaris
kombinacioban, mivel a 16 tiindérmatrix koziil mindossze 15 fiiggetlen Zo
felett, az els6 sor elGallithaté a tobbi linearis kombinaciojaként. Igy az is
megallapithatd, hogy osszesen 2% matrix tesz eleget a feltételeknek, tehat
215 olyan sakktébla szinezés van, amely megjavithato. O

2.5.1. Kapcsolat a kozépiskolai megoldassal

Az algebrai megoldas eredményeként megkaptuk azokat a C matrixokat, ame-
lyekbdl elérhets az A maéatrix. Feladatunk az algebrai feltételek leforditasa
ugy, hogy kozépiskolai szinten is megfogalmazhassuk, hogy mely sakktab-
la szinezések lesznek megjavithatok. Ehhez vizsgaljuk a (2) egyenletet. A
(2) egyenlet kozvetleniil megadja az elsallithaté mérixok halmazat. Igy, ha
ezt leforditjuk kozépiskolas nyelvre, akkor kdzvetleniil megkapjuk az elérhats
szinezéseket.

(i) A A\, i € Zo tulajdonsag szerint a méatrixok egyiitthatoja 0 vagy 1
lehet. Ami megfelel annak, hogy feltehets, hogy az egyes tiindérek
0-szor vagy 1-szer valtoztatnak.

(ii) Az Osszeadas kommutativitédsa éppen azt jelenti, hogy a tiindérek tet-
sz6leges sorrenben valtoztathatnak.

(iii) Az, hogy az S; méatrix nem szerepel (2)-ben, nem jelent mést, mint
hogy feltehetjiik, hogy az els sortiindér nem valtoztat.

Nézziik meg, hogy milyen méatrixok kaphatok meg (2) eredményeként.
Az (iii) feltétel miatt a C matrix elsé sorat az O; méatrixok hatarozzak meg.
Jelolje ¢;; a C matrix ¢. soranak j. elemét. Ha c¢;; = 1, akkor az O; mat-
rix egyiitthatdja 1, ha ¢;; = 0, akkor a matrix egyiitthatoja is 0. Az S;
maéatrixok egyiitthatojat pedig az els6 oszlopban szerepld elemek segitségével
kaphatjuk meg az el6z6héz hasonldé moédon. Ezzel a modszerrel vagy meg-
kapjuk a C matrixot, vagy ha nem, akkor nem is érhetd el. Tehat kaptunk
egy algoritmust, amely segitségével konnyen meghatarozhatjuk, hogy mely
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sakktabla szinezésekbdl érhets el az eredeti. ElGszor az oszloptiindérek segit-
ségével beallitjuk az els§ sor megfelels szinezését, majd a sortiindérekkel az
els6 oszlopét. Igy vagy elérjitk a kivant allapotot, vagy az nem is lehetséges.

Most pedig nézziik meg, hogy mit is jelent ez szemléletesen. C métrixban
barmely két sor vagy megegyezik, vagy épp egymas ellentettje. Mivel a méat-
rixok és a sakktablak kozott kolesonosen egyértelmd megfeleltetést adtunk
meg, ezért ugyanez lesz igaz a megjavithato sakktablékra is.

2.6. Algebrai megoldas - Matrixok sor- és oszloptere

Az els§ megoldéas tul absztrakt, inkdbb matematikus szakos hallgatoknak
vald. A masodik mindenki altal konnyen elérhets, igy kivalo példa arra,
amit e dolgozatban demonstralni szeretnénk. Szerencsére a feladat tiindérei
olyan szépen viselkednek, hogy tudunk mutatni egy még kevésbé absztrakt
maéatrixos bizonyitast.

Legyen A a sakktablanak megfeleld szokasos 8-szor 8-as matrix, ahol a;; =
1, ha az (i, j)-edik mezs fekete és a;; = 0, ha fehér. Egészitsiink ki minden
8-szor 8-as matrixot egy 9-szer 9-es métrixsza az alabbi modon: ragasszunk
hozzé egy 9. sort és 9. oszlopot, amelyek minden koordinataja 1, kivéve az
utols6. A sakktéabla-szinezésbdl példaul az alabbi matrix adodik:

101010101
010101011
101010101
010101011
S** =110 1010101
010101011
101010101
010101011
111111110

A sor és oszloptiindérek hatdsa nem mas, mint az utolsé sor, illetve osz-
lop hozzaadasa az i-edik sorhoz, oszlophoz. Ha Gauss-eliminélunk elGszor az
utolso sor, majd az utolsé oszlop segitségével, akkor a 0°*'-méatrix kiterjesz-
tését kapjuk:
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O O OO oo oo
O O OO oo oo
O O O O oo oo
OO O OO oo oo
OO O O oo oo
OO O OO o oo

_ o OO OO oo oo

_ O OO OO oo oo
O = o= = e e e

[a—
—_
—_
—_
—_
—_

A Gauss-eliminacié megfordithatosaga miatt igy egy szinezésbél pontosan
akkor érhet6 el az eredeti szinezés, ha az a szinezés elérhets a 0! matrix-
bol. Az is lathato, hogy 0°' matrix rangja Z, felett 2, igy minden elérhets
kiterjesztett matrix rangja 2. Az utolsé sort és oszlopot elhagyva 0-,1- vagy
2-rangt matrixhoz jutunk. Az aladbbi éllitashoz szinte nem is kell ez a meg-
allapitas. Egy A matrixbol pontosan akkor érhetd el a szokésos sakktabla-
maéatrix, ha A el6all valamely R és C matrixok 0sszegeként, ahol R minden
sora és C minden oszlopa csupa 1 vagy csupa 0. Az eredeti kérdés tehat egy
ilyen matrix szép lefrasat keresi. Mivel C egyrangt, és a 9. oszlop generalja
az oszlopterét, R pedig minden sort vagy fixen hagy, vagy az ellentettjére
valtoztat, ismét az el6z6 leirdsokhoz jutunk. O

Egész mas otleten alapul az alabbi megoldas:

2.7. Algebrai megoldas - Miivelettablak

Legyen most a fekete négyzet a 0 és a fehér négyzet az 1. Az eredeti sakk-
tablan cimkézziink meg minden sort és oszlopot az elsé elemével. Legyenek
a cimkék oy, 09, ..., 0g, S1, S2, ..., Sg, melyekre 0y = ay1, 0o = @12, S3 = a3y
stb. Ekkor az (i,7) helyen épp az i-edik sor és j-edik oszlop cimkéinek az
Osszege all, azaz
aij = s; + 0j(= ain + ay;)

Igy egy Gsszeadéas miivelettablank van. Amikor egy tiindér valtoztat, akkor
egyuttal valtoztassa meg a soranak vagy oszlopanak cimkéjét is. Ekkor egyet
ad hozza a sorédhoz (oszlopahoz) és

aij+1:0j+(3i+1)

miatt mivelettablabol ismét miivelettablat kapunk. Tehat minden elérhets
szinezés egy miivelettébla.

Visszafelé, induljunk ki egy tetszéleges miivelettablabol. Minden tiindér
érje el, hogy a soranak (oszlopanak) elsé eleme megegyezzen az eredeti szine-
zéssel. A lépések kozben végig, igy a valtoztatasok végén is miivelettablakat
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kapunk. Mivel az els6 sor és oszlop megegyezik az eredetivel, a tébbi négy-
zet szinének is meg kell egyezni az eredetivel. Tehat visszakaptuk az eredeti
szinezést. Ebbdl lathatd, hogy pontosan azok a szinezések javithatok meg,
amelyeknek ezzel a modszerrel megfeleltethets egy mtvelettabla. ]
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3. Alkalmazasok

Az el6z6 fejezetben adott megoldasok onmagukért beszélnek, és szinte vonz-
zék a hasonl6 tipusi feladatokat. Egy ilyen feladat kévetkezik most. Ez is a
Posa-féle taborbol valo, ez is megtamadhatd ugyanazokkal a lineéris algebrai
modszerekkel, &m a dimenzi6 novekedése miatt (sok tiindér — nagy gond) az
el6z6 feladat ,yvalasza” nem mésolhatd. Kénytelenek vagyunk — a valaszban
legalédbbis — 4j fegyverhez, a merdleges altérhez nytlni.

3.1. 2 X2 -es

Pisti kapott egy szép sakktablat karacsonyra. Am éjszaka a gonosz boszor-
kiny megvaltoztatta a szinezését: néhany fekete mezdét fehérre szinezett,
egyes fehéreket pedig feketévé valtoztatott. Mikor ezt Pisti meglatta, nagyon
elszomorodott, de szerencsére jotiindérek siettek a segitségére. Barmely 2 x 2-
es négyzethez tartozik egy jotiindér, aki azzal a kiilonleges képességgel bir,
hogy abban a szinezést az ellentettjére tudja valtoztatni. Tehét egy lépés-
ben az adott 2 x 2-es négyzetben minden feketét fehérre, és minden fehéret
feketére szinez at.
Vissza tudjék-e allitani a jotliindérek az eredeti sakktabla szinezést?

3.2. Megoldas - 2 x 2-es

Egy kis 2 x 2-es négyzetet egyértelmiien meghatarozunk, ha megadjuk a
bal fels§ sarkat. Példaul, ha a sakktabla bal fels6 sarkdban levé 2 x 2-es
négyzetrdl szeretnénk beszélni, akkor mondhatjuk, hogy az az elsé sor elsé kis
négyzetéhez tartozo 2 x 2-es négyzet. Jeloljik ¢;;-vel az i. sor j. négyzetéhez
tartozo 2 x 2-es négyzetet. Egy kis 2 x 2-es négyzet bal fels6 sarkat 49
féleképpen valaszthatjuk ki a sakktabla mez6ibél, hiszen ez a sarok nem
lehet sem az utolsé sorban, sem az utolsé oszlopban. Igy 6sszesen 49 darab
tlindériink van. Minden tiindérnek megfeleltetiink egy T;; 8 x 8-as matrixot,
amelyben a t;; helyen 1-esek vannak, mindenhol méshol pedig 0-k.
Keressiik azokat a méatrixokat, amelyek elGallithatok a 0-méatrixbol. Egy
B matrix elérhetd, ha elgall B = > \;;T;; alakban. Jelolje 1 a csupa 1-esbdl
allo oszlopvektort. T;;-1 = 0, hiszen ennek a vektornak minden koordinataja
a T;; métrixok adott soraban levé 1-esek Osszege modulo 2. Az el6z6bdl
kovetkezik, hogy B - 1 = 0, vagyis hogy minden sorban a szdmok 6sszege 0
modulo 2. Ugyanez az oszlopokra is elmondhato, tehat ott is érvényes az a
feltétel, hogy minden oszlopban a szamok 6sszege 0 modulo 2. Ez Gsszesen 16
feltétel (minden sorra és minden oszlopra 1), de ezek koziil csak 15 fiiggetlen,
amit konnyen lehet ellendérizni Gauss-elimindcidoval. A 49 tiindér is fiiggetlen,
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hiszen a bal fels6 7 x 7-es négyzetet szabadon elGallithatjuk a segitségiikkel.
Ebbdl kovetkezik, hogy 49 dimenziés az az altér, amit a tiindérmatrixok
generalnak. De 15+49 = 64, és a generalt altér dimenzidjanak és a feltételek
dimenzidjanak OGsszege mindig a teljes vektortér dimenzivjat adja, amibdl
latszik, hogy nincs is tobb feltétel. Az eredeti szinezésre teljesiil a feltétel, igy
elsall a 0-méatrixbol. Igy, egy szinezésbdl pontosan akkor all el a sakktéabla,
ha minden sorban és minden oszlopban paros sok 1-es van. O

3.2.1. Kapcsolat a kozépiskolai megoldassal

Az algebrai megoldas gondolatmenetét kovetve, az egyes feltételeket megfo-
galmazhatjuk a sakktéblak szintjén, mellyel eljutunk a koézépiskolaban alkal-
mazhaté levezetéshez. Az algebrai megoldés soran megallapitottuk, hogy 49
jotiindér segithet a sakktabla helyreéllitisaban. Hasonléan az elsé példédhoz,
ebben az esetben is Z, [0lotti linearis kombinécioit kell tekinteni a tiindér-
maéatrixoknak. Ebbdl ismét rogton lathato, hogy a tiindérek sorrendje nem
szamit, valamint feltehetd, hogy minden tiindér legfeljebb egyszer véltoztat.
Tehéat a tiindérek segitségével sorban megjavitva a sakktabla mezsit az utolso
sor, illetve oszlop kivételével tetszéleges szinezést el tudunk allitani. Most
is, ezzel a modszerrel vagy elérjiik a kivant szinezést, vagy azt nem is lehet-
séges elérni. Ezt azonban igen hosszu feladat lenne papiron végigjatszani.
Itt is egy olyan feltételt keresiink, amely segitségével egyszertien és gyorsan
eldonthets, hogy egy adott szinezés megjavithato-e.

Az algebrai megoldas soran megkaptuk, hogy a B matrixoknak megfelelé
sakktablaszinezések a megjavithatok. A B matrixrol tudjuk, hogy minden
sordban paros sok l-es van. Ez nem jelent mést, mint hogy a sakktabla
minden soraban paros sok fekete négyzet van. Ugyanezt megallapitottuk
az oszlopokra is. Tehat azok a sakktablak lehetnek megjavithatok, melyek
minden soraban és minden oszlopaban paros sok fekete mezé van. A kozép-
iskolai levezetés soran ehhez azt kell észrevenniink, hogy amikor egy tiindér
valtoztat, akkor egy adott sorban (illetve oszlopban) két mezs szinét valtoz-
tatja meg, mely soran a sorban (illetve oszlopban) a fekete szint négyzetek
paritasa nem valtozik .

A kérdés mar csak az, hogy minden ilyen sakktabla megjavithato-e. Er-
re a valasz igen, amit az algebrai bizonyitdsban a dimenziok segitségével
lattunk be. A kozépiskolai megoldés soréan azt kell végiggondolni, hogy az
eredeti sakktablabol a fent megadott modszerrel barmelyik olyan szinezés
elsallithatd, amelyben minden sorban és minden oszlopban paros sok fekete
van. Tekintsiik a sakktabla egy tetszdleges sorat (vagy oszlopat). Ebben a
sorban (vagy oszlopban) az elsé hét mez6 szinét be tudjuk allitani a kétszer
kettes négyzetek segitségével, ez viszont méar meghatarozza az utols6 mezé
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szinét a paritas-feltétel miatt. Ha az els6 hét négyzet koziil paros sok fekete,
akkor az utolso fehér lesz, ellenkezs esetben pedig fekete.

Ahogy korabban is emlitettiik, az els6 gondolatmenet nemcsak sakktab-
lakra, hanem minden mas, hasonlé hangzasi feladatra alkalmazhaté. FErre
példa az alabbi Arany Daniel versenyfeladat.

3.3. Pénzérme

Egy asztalon 2000 darab pénzérme van, mindegyik a "fej"’ oldalaval felfe-
lé forditva. Egy-egy alkalommal pontosan k darab érmét a masik oldalara
fordithatunk.

Bizonyitsuk be, hogy az adott miivelet ismétlésével elérhetd barmely adott
k szam esetén (1 < k < 2000), hogy a 2000 érme "iras" oldalaval felfelé legyen
forditva!

(2000/01. évi Arany Daniel Matematikai Tanuloverseny: Haladok-Mdsodik
forduld-II. kategoria: Altaldnos tantervii gimndziumi tanuldk-4. feladat)

Bizonyitds. Legyenek most a v;, (1 < k < 2000) bazisvektorok a pénzérmék.
Vagyis az i. érméhez hozzarendeljiik a v; 2000 dimenziés vektort, amiben 1
darab 1-es van az . helyen, a tobbi helyen pedig 0-k szerepelnek. Ekkor V' =
(v;|v; pénzérme) egy Zo f6lotti 2000 dimenzios vektortér. Minden allapothoz

és minden forditashoz hozzarendeliink egy vektort. Az érmék egy allapotdhoz
2000
hozzarendeljiikk az a = ) A, allapotvektort, ahol \; 0 vagy 1 aszerint, hogy
i=1
a megfelel§ érme a fej vagy az iras oldaléval felfelé van-e. Ha megforditjuk
k
az iy,1s,...,1 érméket, az az allapotvektorhoz hozzaadja a > v,; vektort.
j=1
Példaul, ha az els6é k darab érmét megforditjuk, akkor az allapotvektorhoz
azt a vektort adjuk hozza, amelyben az els6 k koordinata 1, a tobbi pedig
0. Igy a felforditasok egy (2000) vektor altal generalt W altér elemei. A
kérdés pedig azzal ekvivalens, hogy ebben az altérben benne van-e a csupa 1
2000
vektor, azaz 1 = Z v;. Erdemes itt megjegyezni, hogy a fentieknek nagyobb

a fiistje mint a langja Aki olvasta a dolgozat elejét, annak ez mar egy adott
eszkoztar.

Tekintsiink most 2 vektort, v,-t és v-et, t # s és iy,09,...,05_1 t-t6l
és s-t6l kiilonboz6 szamok. A v, vektorban a t. helyen, v ,-ben pedig az s.
k1 k—1

helyen 1-es van, a tobbi helyen pedig 0-k. Ekkor a v, + Z V;; 68 v+ Z (o

generatorok kiilonbsége (ami ugyanaz, mint az osszege) Qt —v,(= v + Qs).
Keressiik W-et. Ha egy vektor meréleges v, — v,-re, akkor annak a t-edik és
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s-edik koordindtaja megegyezik. Ez minden t, s parra igaz, igy a szoébajovs
vektorok 1 és 0. Mivel mindkettd meréleges az 1 vektorra, a csupa 1 mindig
benne van W-ben.

[]

3.4. Keészitsiink kozépiskolai megoldast

Az algebrai megoldasbol tudjuk, hogy az elGéllithato vektorok vagy 2000
vagy 1999 dimenzios alteret alkotnak, attol fiiggden, hogy k paratlan vagy
paros. Mindkét esetben elGallithato az Gsszes olyan vektor, amelyekben két
nemnulla (azaz 1-es) koordinata van. Kozépiskolai nyelven ezt gy lehetne
igazolni, hogy valasszunk ki két tetszéleges pénzérmét, majd k—1 darab téliik
kiilonboz6t. ElGszor forditsuk meg az egyik érménket a k—1 utoébbival, majd
e k — 1-et forditjuk a masik érménkkel. Ekkor pontosan a két kivalasztott
érme valtozott fejrél irassa, vagy forditva. Mostantol fogva tetszdéleges két
érmét meg tudunk forditani. Parositsuk az érméket, majd forditsuk meg Gket
kettesével, igy 1000 lépésben minden pénzérme ,iras” lesz.
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4. Egy 1j feladat

4.1. A herceg és a tetrisz

Az alapfeladat elsGsorban a felnétt olvasonak szol. Az dtletet, természetesen,
az eloz6 feladatok megoldasi modszerei és a méar jolismert szokasos torténet
adta.

1. Julcsi kapott egy szép sakktablat karadcsonyra. De ¢, mint minden ko-
rabeli lany, sakktébla helyett inkabb azt szerette volna, hogy a herceg
jojjon fehér lovon. Persze, mint ahogy az lenni ilyenkor szokott, most
is csak a 16 jott. Raadésul a gonosz boszorkdny megvaltoztatta a sakk-
tabla szinezését: néhany fekete mezét fehérre szinezett, egyes fehéreket
pedig feketévé valtoztatott. Julcsi ekkor nagyon elszomorodott, &m
a 16 a segitségére sietett. Kiilonleges képessége az, hogy a sakktab-
lan barmely 16 alakzatban a szinezést az ellentettjére tudja valtoztatni,
vagyis abban az alakzatban minden fekete mez&t fehérre, és minden
fehér mez6t feketére tud atszinezni.

Vissza tudja-e allitani a 16 az eredeti sakktébla szinezést?

Ez az életszagu feladat adta az Otletet a kovetkezs feladatokhoz, amelyek
mar kozépiskolas ésszel is folfoghatok.

2.a Julesi kapott egy szép sakktablat. A gonosz boszorkdny megvaltoztat-
ta a sakktabla szinezését: néhény fekete mezét fehérre szinezett, egyes
fehéreket pedig feketévé valtoztatott. Julesi ekkor nagyon elszomo-
rodott, &m segitségiil hivta a tetrisz figurakat. Kiilonleges képességiik,
hogy a sakktablan barmely tetrisz alakzatban a szinezést az ellentettjé-
re tudjak valtoztatni, vagyis abban az alakzatban minden fekete mezGt
fehérre, és minden fehér mezst feketére tudnak atszinezni.

Visszaallithato-e az eredeti sakktabla szinezés?

2.b. Visszaallithato-e az eredeti sakktabla szinezés, ha elvész a T alaku
figura?

2.c. Visszaallithato-e az eredeti sakktabla szinezés, ha megkeriil a T alaku
figura, de elvész a tobbi?

2.d. Visszaallithato-e az eredeti sakktabla szinezés, ha csak a 16 van?
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4.1.1. Algebrai megoldas - a régi otlet

Az utolso 4 feladat lathatéan szorosan kapcsolodik egymashoz. Nemcsak a
megfogalmazéasban, de errél ebben a dolgozatban nem frunk tobbet.

A bizonyitasi technikdk megegyeznek az el6z6 feladat elsd, illetve méasodik
megoldasaval. Uj 6tlet szemmel lathatoan nem kell hozzajuk. A legnagyobb
kiilonbség az el6z6 feladatokhoz képest a hatalmas méretd generatorrendszer.
Konnyt megszamolni, hogy ,16bo6l” 336, T alaku figurabol 168 helyezhetd el
a szokasos sakktablan. Ugyanis a 16 nyolcféle poziciot vehet fel, a T alaku
figura négyfélét és egy tetszGlegesen valasztott mezdjiik 6 x 7 = 42 helyre
rakhato. Ezért a vilasz is a merdleges alterek nyelvén varhato.

A megoldasokat itt azért sem aruljuk el, hogy a feladatokat barki fel-
adhassa akar sajat maganak, puszta szorakozasbol, akar egy érdekl6débb
tarsasdgnak. A szerzdk felvetették a kérdéseket az ELTE Algebra Szeminé-
riumén, ahol a jelenlévék sokiig elszorakoztak a kiilonb6z6 megoldésokkal és
szamos megjegyzést fliztek hozzajuk. Szinte hihetetlen, hogy hény kiillonb6z6
megoldas adhato egy ilyen feladatra.

4.2. Tovabbi feladatok
4.2.1. Szazszog

Egy szabalyos szazszog csicsaihoz tetszés szerint 1-et vagy -1-et frunk. Egy
Hépésben” barmely harom egymast kdvetd csticshoz irt szam elGjelét az el-
lenkezGjére valtoztathatjuk. (Példaul az 1; 1; -1 harmast a -1; -1; 1 harmasra
cserélhetjiik.)

a) Elérhets-e ilyen ,lépésekkel” tetszdleges kiindulasi helyzet esetén, hogy
a csucsokhoz irt 100 szam Gsszege 0 legyen?

b) Elérhetd-e tetszdleges kiindulasi helyzet esetén, hogy mindegyik cstics-
hoz az 1-es szam tartozzon?

(1997/98. évi Arany Ddniel Matematikai Tanuloverseny: Haladok-FElsd
fordulo-1. és II. kategoria: Szakkdzépiskoldsok és nem specidlis tantervd gim-
ndziumi tanuldk-5.feladat)

4.2.2. Megoldas

Ebben a feladatban a cstucsok jatsszék a bazisvektorok szerepét: a vy, v,,...
V100 Vektorok generéljék a V' vektorteret. Irjunk a —I-es csticsok helyére 0-
kat. Egy 0 — 1 jeloléssorozattal egy Z, folotti vektort jeloliink, amely a v;
vektorok linearis kombinaciojaként all el6. Ebben egy cstcs-vektor egyiitt-
hatoja 0, ha a cstucs 0-as, és 1, ha 1-es. Most vizsgéaljuk meg, mi torténik,
amikor megvaltoztatjuk a szamokat. Ekkor 3 egymést kdvets koordinata
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megvaltozik. Vagyis egy a; = v; + v, + v;,, alaka vektor adodik az erede-
ti szinezés vektorahoz. Az els kérdést a kovetkezGképpen fogalmazhatjuk:
tetszoleges w € V vektorbdl elgallithato-e egy olyan vektor, aminek a ko-
ordinatai kozott 50 db 1-es és 50 db 0-as szerepel? Vegyiik észre, hogy az
a;, i = 1,2, ...,98 vektorok linearisan fiiggetlenek. Igy az a;-k altal generalt
altér legalabb 98 dimenzids. Keressiik dim(a,|1 < ¢ < 100) értékét. Ha ez
100, akkor az a,-k az egész vektroteret generaljak, vagyis barmilyen > \;v;
elgallithato, ha pedig kevesebb, mint 100, akkor nem generaljak az egész vek-
torteret, és igy nem &llithatd el6 minden. Szadmoljuk ki annak a 100 x 100-as
matrixnak a determinansat, amelynek koordinatai az a,-k. Ha a determinans
0, akkor a 100 vektor nem linearisan fliggetlen, ha pedig nem 0, akkor a 100
vektor fiiggetlen, és az egész vektorteret generaljak. A 100 x 100-as méatrix
egy ciklikus matrix. A determinénsa

(3) [[a+e+e=3]] S

e—1
£100—1 21001

e#1

ahol az e-ok a 100. egységgyokok, és (1 + € + €2) a matrix sajatértéke. Az
utolsé egyenlgség abbol adodik, hogy a 3 és a 100 relativ primek, és igy
minden egységgyok pontosan egyszer szerepel a szamlaloban és a nevezében
is. A determindns nem nulla mod 2, ezért a 100 vektor linearisan fiiggetlen,
és igy generaljak a teljes vektorteret. Tehat minden lehetséges jeloléssorozat
elgéllithato. O

4.2.3. Kozépiskolai megoldas

A kézépiskolaban a determinansokkal nem megyiink sokra. Igy annak a tuda-
taban kell elkésziteniink a megoldast, hogy minden helyzet minden helyzetbdl
elérhets. Az a) rész kozépiskolai megoldasanak alapotlete, hogy a 100 darab
cstcshoz irt szam 25 darab egymast kovetd, kozos elem nélkiili szamnégyesre
tagolhato és legfeljebb két 1épésben barmely szamnégyes szamainak Osszege
0-va tehets. Igy pedig nyilvanvalo, hogy a 25 szamnégyes Osszege is 0-va
tehets. A b) rész megoldasakor a csucsokat 1-t6l 100-ig szamozzuk. Els6
lépésben elérjiik, hogy az els6 98 csucshoz irt szam 1-es legyen. Ekkor az
utolsd 2 cstics szémozéasa négy féle lehet. Minden esetben konnyd belatni,
hogy egyszeri alakitgatasokkal elérhetd a csupa 1-es.
O
A fenti gondolatmenet egyfajta dudlis probléméat sugall. A (3) értéke
akkor lesz 0, ha a matrix determinansa 0, azaz ha 3|k, ahol k a cstcsok szé-
ma. Raadasul konnyd meggondolni, hogy ha k = 2(3), akkor a konstrukciok
sokkal egyszertibbek. Igy a feladatot érdemes t6bb sokszogre feladni:
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4.2.4. K - sz0g

Egy szabalyos k-szog cstcsaihoz tetszés szerint 1-et vagy 0-t frunk. Egy "lé-
pésben" barmely harom egymaést kdvets csticshoz irt szdmot az ellenkezdjére
valtoztathatjuk. (Példaul az 1; 1; 0 harmast a 0; 0; 1 harmasra cserélhetjiik.)

a) Elérhetd-e ilyen "lépésekkel" a csupa 0-bol, hogy a csiicsokhoz irt szam
mindegyike egy kivételével 0 legyen, ha

(i) k=100
(i) k=101
(iii) k=102 ?

b) Elérhets-e tetszoleges kiindulési helyzet esetén, hogy egy kivételével mind-
egyik cstucshoz a 0 szam tartozzon, ha

(i) k=100
(i) k=101

(iii) k=102 ?
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5. Miivelettablak

5.1. 1996

Egy 1996 x 1996-0s négyzetbe beirtuk 1-t6l 1996%-ig a természetes szamokat
egymaés utan ugy, hogy elGszor az elsé sorban balrdl jobbra irtuk éket, majd
a masodik sorban is balrél jobbra irtuk ket és igy tovabb. Valasszunk ki a
beirt szamok koziil 1996-ot tgy, hogy mindegyik més oszlopbdl és més sorbol
valo legyen! Ezeknek a szdmoknak az 0sszege hény kiilonbo6zé értéket adhat?

(1995/96. évi Arany Ddniel Matematikai Tanuldverseny: Kezddk-Mdsodik
fordulo-Specidlis tantervii gimndziumok-2. feladat)

Bizonyitds. A feladat megoldasa pofonegyszeri: a téblazatunk nem mas,
mint az egész szamok Osszeadés tablajanak egy része. Megkaphatd példaul
agy is, hogy tekintjiik a 0,1,...,1995. sorok és az 1,2,...,1996. oszlopok
metszeteibdl képzett tabldzatot. Ha egy Abel-csoport hasonld részmatrixat
vesszik, azaz az a1, aq, . .., ai-adik és a by, b, . . ., bg-adik oszlopok metszetét,
akkor az (i, j)-helyen a; +b; 4ll. Ha minden sorbol és oszlopbol pontosan egy
elemet valasztunk ki, akkor minden a; és minden b; egy tagban fog szerepelni.
Az Osszeadéas kommutativitdsa miatt ezen elemek Gsszege megegyezik az a;-k
és bj-k osszegével, azaz allando. O

Ennél a megoldasnal is el szeretné donteni az ember, hogy milyen més
tipusu feladathoz hasznalhaté fel. Ha a megoldéast szo szerint szeretnénk
atvinni, akkor olyan négyzetes tablazatokat — matrixokat — kell keresniink,
amelyekre teljesiil, hogy akarhogy vesziink ki minden sorbél és minden osz-
lopbdl egy elemet, az igy kapott Gsszeg mindig ugyanannyi.

A= 7Y B 77

Qg - - At

Ha egy ilyen kivilasztasban szerepelnek példaul az a;; és ay; elemek, akkor az
kicserélhetd a;; és ay; elemparra. Azaz, az Osszeg allandosaga miatt a;j+ag =
a; + ag; kell, hogy teljesiiljon, azaz

Qij — Akj = Qi — Akt

igaz tetszéleges 1,7, k,t kiilonboz6 szamnégyes esetén. Ha k helyébe 1-et
irunk, akkor azt kapjuk, hogy az elsé sort kivonva az Gsszes tobbibdl olyan
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maéatrixot kapunk, amelynek az elsd sor kivételével minden sora allando6. Ez,
ahogy az eredeti feladatban is, azzal ekvivalens, hogy

Q5 = a;1 + (G1j —a11),

azaz minden elem elGall a neki megfelels oszlophoz és sorhoz rendelt szamok
osszegeként. Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy az egész szamok Ossze-
adasanak egy résztablazataval van dolgunk. Ha kevéssé mesterkélt feladatot
szeretnénk feladni, akkor a masik kommutativ kétvaltozos miivelethez, a szor-
zashoz kell fordulnunk.

5.2. Egy 1j feladat

Jancsi gyakorlas kozben felirta a sakktédbla mezGire a szorzotablat 8-ig. Ez-
utan elhelyzett a sakktablan 8 béastyat tgy, hogy semelyik ketté ne iisse
egymast. Mennyi lehet a bastydkkal fedett mezdékre irt szamok szorzata?

Bizonyitds. A megoldas az el6z6ek mintédja alapjan: minden sorbol és oszlop-
bol pontosan egy elemet valasztunk ki, igy minden szam 1-t6] 8-ig pontosan
egyszer szerepel mint egy fedett mezdén 1évs szam elsd, illetve masodik ténye-
zGje. A szorzat tehat allando, 12 -2%.3%.4%.5%.6%. 7% . 82

O
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Vélemény

Ha tudom mirdl van szé - algebrai feladatok a kdzépiskolaban
cimt TDK dolgozatarol.

) dolgozata egy érdekes hidnyt vet fel és potol az
egyetemi tandrszakos algebra oktatasban. Kozépiskolai feladatok absztrakt algebrai
megkozelitését, megoldasat és hasonld feladatok kitaldlasat tiizték ki célul.

A dolgozatban egy tipikusan nehéznek szamitd, Pésa Lajos legendds kozépiskolai
tehetséggondozd szakkorén elhangzott problémat vizsgdlnak. A kétféle kozépiskolai
megoldas a Pésa-féle hagyomdnyos felépitésen alapul, lépésrél lépésre visz kozelebb
a megoldashoz, szimos Gtletet és ,.észrevételt” igényelve. A dolgozatban ezutdn 4
kiilénbozé algebrai megoldas kovetkezik, az elsé harom egyre kisebb absztrakcids
fokot igényelve, egyre inkabb kihaszndlva a feladatok altal adott megszoritdsokat. A
megoldasok egyuttal utat mutatnak hasonld feladatok megolddsahoz és készitéséhez.
Az elsé megoldds jelentds absztrakciot igényel, az ott elmagyarazott technika min-
den hasonld feladatot kezel. Cserébe néha kicsit iddigényes, de mindenképpen
mechanikus, j Otletet mar nem igényld, konstruktiv moédszert ad a keziinkbe.
A médsodik megoldds barmilven sakktabla szinezéses feladatot kezel, ez mdr ki-
csit egyszeriibben. a matrixok segitségével oldja meg a feladatot. A harmadik
pedig valdjdban csak ezt az egy problémat oldja meg — teljesen elemi mddon, a
matrixok rangjanak szinte csak a definicigjat hasznélva. Nagy érdeme a dolgozat-
nak, hogy nincsenek benne elméleti fejtegetések vagy folosleges elmélkedések. A
szerzOk célirdanyosan, gyakorlatiasan vetik fel a problémakat és adjak meg a rneg-
oldasukat. A dolgozatban felhasznalt médszereket minden matematikat tanul6 hall-
gatd ismerheti, ezek részei minden bevezetd linearis algebra kurzusnak. Dicsérendd

és szamomra killonosen rokonszenves — mozzanata a dolgozatnak, amikor az
egyik (linearis) algebrai megoldas és az ,.elemi” (kozépiskolas) médszerrel torténd
megoldédsok kapcsolatdt vizsgélja. (Emlékszem, egykori egyetemi tanulmanyaim
soran milyen élmény volt az Erdds — de Bruijn-tétel algebrai és leszamldlos kom-
binatorikai bizonyitdsat megismerni kulon-kiilon, de az igazi megértéshez a kétféle
tipust megkdzelités egyiittese, egymassal valé kapcsolata segitett.) A megolddsok
frappansak, érthetdek és jol kidolgozottak, azokat egy az egyben el fogom
mondani masodéves hallgatéknak (az algebra 2 haladé targy keretében).
A dolgozathdl 3 feladat szerepelt mar az idén is a matematikatandri-szakirany re-
guldris algebra kurzusan.

Osszefoglalva, nagyon alaposan kidolgozott, szinvonalas megoldasokkal teli, a
gvakorlatban is haszndlhaté egyetemi-mddszertani dolgozatrdl van szé. A kiin-
duldsi otlet, a két oktatédsi szint kozti kozvetlen kapesolat megteremtése eredeti

megkozeliteés.
£S5 ’ ('(‘Z{\/\/x —
) :

e : Dr. Hermann Péter
W0 & fegyetemi docens, targyfelelts

: ELTE Algebra és Szamelmélet Tanszék



AJANLAS

Ha tudom, hogy mirél van szo0 --- Iskolai feladatok
absztrakt algebrai hattérrel

cimi dolgozatahoz

Orommel olvastam ezt az Otletes ¢s szép munkat. Valds probléma adja a dolgozat hatterét, és a
benne javasolt megoldds, amelyct jol kivéalasztott példdk drzékeltetnek, megszivielendd. A mai
hallgatok szamara, ¢s kiilongsen igaz ¢z a tandrszakosok csetében, nap mint nap igazolnia kell a
felsooktatasnak, hogy a megszerzend6 végzettségik és a leendé munkajuk szempontjabol fontos ¢s
jol alkamazhato az a tudas, amit a felsdoktatds nyujt szamukra. Természetesen nem minden
egyetemi tantdrgy esetében cgyszerl ¢zt az igényt kiclégiteni, de ez a dolgozat kitlinden illusztrélja
azt, hogy a bevezetd linearis ¢s absztrakt algebrai ismeretek segithetik a tandar munkajat: ezek
.bevetésével” megoldhat versenyszintli feladatokat, ¢s ¢ megoldasok alapjan mar koénnyebben
megtalalhatja az ,,iskolai szint” megoldést; sot, sajat maga is uj feladatokat alkothat. Egyuttal jo
példaval szolgal a leendd tandrok szamra abban is, hogy nekik is ily modon kellenne atadniuk a
matematikai ismereteket a didkjaiknak.

Az ujra induld egységes tanarképzés lehetové teszi, hogy ezeket a specidlis igényeket eldtérbe
helyezzitk az egyetemi oktatds sordn. Magam is tervezem, hogy a dolgozat otleteit, példait
kiprébalom majd a tanarképzésben.

Szeged, 2013. jan. 8. o .
RS Q  SON (,c\.x\/: b&t—Lk&M—-—-
Dr. Szendrei Maria (Balintn¢)
tanszékvezetd egyctemi tanar

SZTE Algcebra ¢és Szamelmélet Tanszck



Vélemény

Ha tudom mirdl van szd - algebrai feladatok a kodzépiskolaban

cimii TDK dolgozatardl.

A matematika tandr szakos hallgatdk fSleg a tanulményaik elején gyakran kérdezik
tanaraiktdl, hogy miért kell ezt megtanulni, hol fogjuk ezt hasznélni, sth. Tdébbségiik azt
hiszi, ahhoz hogy egy matematika tandr jol végezze a munkajit, nem sziikséges a felséfoku
matematika ismerete. Elég, ha a kozépfoki tananyagot tudjik viszonylag nagy bizton-
sdggal. Ebben a hiszemben nem veszik elég komolyan a munkdjukat. Megelégszenek a
gvengébb dérdemjegyekkel. Az ilyen hozzddlldssal tandri oklevelet kapé hallgatok valdszi-
niileg nem lesznek jé tanarok. Mindezek indokoljdk, hogy az oktatas sordn ne csak az
ij anyag megtanitdsira figyeljiink, hanem folyamatosan oldjunk meg olyan problémékat,
melyek arrdl gy6zik meg a hallgatdkat, hogy igenis sziikségiik van azokra az ismeretekre,
mert felhaszndlhatok a tanitdsban. Sajnos az oktatdsi segédanyagok nem tartalmaznak
elegend6 e célnak megfelel6 feladatot.

Mindezek miatt orvendetes témavdlasztasa. A dol-
gozal elsS részében egy drdekes sakktdbla szinezési problémara adnak két kizépiskoldban
is elmondhaté megoldast, majd tovdbbi megolddsokat az egyetemen tanult alapvetd lined-
ris algebrai eszkozokkel. Arra is rdvildgitanak, hogy mi a kapcsolat az elemi és a linearis
algebra eszkozeit haszndld megoldasok kozott. A mdsodik részben tovabbi érdekes fela-
datokat fogalmaznak meg, és oldanak meg alapvetd linearis algebrai és absztrakt algebrai
eszkozokkel. Koziiliik tobbnek a kitaldldsahoz és a megolddsdhoz az els6 részben hasznalt
linedris algebrai médszerek adjak az otletet.

A dolgozat mintaszer{ien van megirva. A feladatok kivalasztésaval, és azok kiilonbdzd
moédszerckkel valé megolddsdval meggydzik az olvasot, hogy az egyetemen tanult felséfoku
ismeretek igenis segitik a matematika tandrt a kozépiskolai tananyag oktatdsaban, érdekes
feladatok kitaldldsaban és a mélyebb Osszefiiggések felderitésében. A koévetkezd tanévtdl
kezdve igyekszem beépiteni a dolgozat t6bb feladaténak targyaldsat is a reguléris linedris
algebra kurzusomba.

Dr. Szab¢6 Laszlo
egyetemi docens
SZTE Algebra és Szamelmélet Tanszék



Vélemény

Ha tudom mirdl van sz6 - algebrai feladatok a kozépiskolaban
cimd TDK dolgozatarol.

A matematikatanarok képzése soran a hallgatokban rendszeresen felmeriil a kérdeés,
hogy bizonyos témakorcket miért kell tanulniuk, hiszen azokat a kdzépiskolaban sosem
fogjak tanitani, sosem fognak azzal kapcsolatos kérdések felmeriilni. Természetesen tobb
oka is van annak, amiért ezeket a ,fels6bb” matematikai témakat sziikséges oktatni a le-
endd tanarok szamaéra. Ezek kozil az egyik az, hogy elemi, kdzépiskolaban is felmeriils,
a tananyagba be¢pithetd feladatok esetén is el6fordulhat, hogy nem kozépiskolas ismere-
tekkel nagyobb ralatasunk lesz az adott témakorre, a gyerekek altal felvetett kérdésckre
konnyebben tudunk vélaszolni, illetve jobban meg tudjuk itélni, hogy milyen esélyckkel
vagnak neki az altaluk feltett kérdés megoldasanak.

A tanarszakos hallgatok szamara a fenti absztrakt érvelés nem feltétleniil ér célba, ezért
nagyon fontos, hogy ezt konkrét példakkal tdmasszuk ala.

dolgozata éppen egy ilyen témat jar kordl.

A dolgozatban targyalt feladatok szerepelnck az altalam oktatott Hogyan foglalkozzunk
tehetséges gyerckekkel? cimi targy anyagaban. A targy a Posa Lajos hétvégi taboraiban
alkalmazott modszert, feladatanyagot kivanja feldolgozni. A két félév soran széles életkori
spektrumon végighaladva tekintiink at feladatokat, amelyeket tehetséges gyerekekkel valo
foglalkozas soran hasznalhatnak a tanarok. Ebben a szituaciéban rendszeresen eléfordul,
hogy a kozépiskolas tananyagot meghalad6 matematikai ismeretek nagyban hozzdjarulnak
ahhoz, hogy megfelels sorrendben, megfeleld pillanatban adja fel a tanar a feladatokat.

A dolgozatban targyalt feladatokat hétvégi taborokban és az egyetemi 6raimon is hosszt
evek ota feladom. Ennek ellenére szdmomra ijdonsdg erejével hatott a linearis algebrai
megkézelités. Korabban ezen a szemiivegen it nem néztem ezeket a problémakat. Na-
gyon értékesnek tartom, hogy a szerzok felfedezték ezt az aspektust és ennck alapjan mas
szemszogbdl vizsgaltak a feladatokat. Mostantél az egyetemi kurzuson mindenképpen meg
fogom beszélni ezt a megkozelitést is a didkokkal.

Nagyon fontosnak tartom, hogy az j nézépont uj, érdekes, izgalmas kérdéseket sziilt,
amelyek feladhatok a gyerekek szamadra is. Az 6ramon probalom a hallgatokat a jo kér-
désfeltevésre nevelni, ami nem kénnyi feladat. Itt azonban 6rémmel latom, hogy ez a
szempont is nagyszerten érvényesiilt, izgalmas kérdésekkel (és a rajuk adott valaszokkal)
gazdagodott a témakor. '

Osszefoglalva, cgy szinvonalas, izgalmas, eredeti meg-
kozelitést alkalmazd modszertani dolgozat irt. Rendkiviil fontos adalékot adnak ahhoz,
hogy miért érdemes a kozépiskolai tanaroknak a kozépiskoldban altaliban nem hasznalt
matematikai teriiletekrél is mélyebb ismereteket szerezni.

Budapest, 2012. december 21.

Juhdsz Péter
tudonmanyos munkatars, targyfelelés
ELTE Szamitogéptudomanyi Tanszék



Véleménv

Ha tudom mirél van sz6 — algebrai feladatok a kézépiskolaban
cimfi TDK dolgozatarél

Tudomanyos diakkori dolgozata napjaink oktaté-
sanak egy igen fontos kérdését feszegeti. Nevezetesen, hogy a tandrszakos hallgaték az
egyetemen hallgatott fels6bb matematikat milyen konkrét médokon tudjak felhasznalni
a késébbiekben a kozépiskolas didkok tanitasahoz. Ez minden bizonnyal a tanarszakos
hallgatok oktatisanak egyik legnagyobb kihivasa.

A dolgozat els§ feladata Pésa Lajos taborainak egyik alapvetd része: egy sakktabla-
szinezési feladat. A dolgozat elSszor részletezi a feladat kozépiskolasoknak szant (korant-
sem nyilvanvald) megoldéasat, majd bemutat négy kiilénbézs, alapvetd linearis algebrai
eszkozoket hasznals megoldast. Ezen megoldasok killon-killon és egylitt is a didkoknak
szént megoldast mélyitik el. Nekem személy szerint a harmadik megoldas nyerte el leg-
inkibb a tetszésemet, melyben egy ligyes tritkkel a sakktabla szinezést leiré matrixnak
a rangjara kapunk egyszerd, kénnyen kezelhet6 feltételt. Kordbban didkként és segits-
ként is részt vettem Poésa Lajos t&boratban, és 0igy latom, hogy a dolgozatban koeolt
megoldasok hasznos kiegészit@i lehetnek a tdbori segftdk ,arzendljanak”. A késSbbiek-
ben a szerz6k tovabbi Arany Daniel versenyfeladatokat, és azok linedris algebran alapuld
megoldasat kozlik. Ezek koziil méar vannak komolyabb apparatust igényld feladatok is,
példaul a 3.5-0s fejezetben szerepld szauszoges feladat. A kozolt linearis algebrai megoldas
frappéns és egyszerd, remek lchetOséget ad kdzépiskolai megoldisra vald | atforditasra’.

Véleményem szerint a dolgozat egyik legnagyobb erénye, hogy tobb feladat kapcsan
is elemzi a kozépiskolas megoldés és a linedris algebrédn alapulé megoldas kozotti kap-
csolatot. A szerzdk ezzel nem csak arra adnak konkrét példdkat, hogy a tandrok miként
tudjdk elmélyiteni o megolddsokat felsébb matematikai ismereteik segitségéuvel, de azt 1s
bemutatjdk, hogyan tudnak ezen 1smeretek segitségével ujabb, kozépiskoldsok szdmdra is
érthetd, elvezhetd és megoldhatd feladatokat készitent.

Osszefoglalva: a dolgozat kivalé érzékkel tapint rd olyan érdekes kézépiskolai felada-
tokra, melyek megoldésahoz ~ és mélyebb hatterének megértéséhez — az egvetemen hall-
gatott linearis algebrai ismereteket érdemes segitségiil hivni. A kozélt megoldasok dtlete-
sek és frappansak, minimélis line4ris algebrai alapismereteken til més elSismeretet nem
igényelnek, mégis iigyesen megvilagitjak a problémsk és megoldasaik absztrakt hitte-
rét. A dolgozatban kozdlt feladatokat ¢s megoldasaikat érdemesnck tartom a
matematika tanarszakos hallgatok cgyetemi oktatésénak tgntervébe bevenni.
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Debreceni Egyetem, Matematlkai Intézet
Algebra Kutatdcsoport vezetdje



professzor mint témavezetd keresére néztem &t
,,Ha tudom, hogy mir8! van szo — iskolai feladatok absztrakt algebrai hatterérél”

cim{ TDK dolgozatat. igy nem hivatalosan Bsszegezném néhany sorban az észrevételeimet:

Sajat tapasztalataim szerint is a matematika tanarszakos hallgatok gyakran felvetik,
hogy a leadott tananyagot vajen mennyire tudjak hasznaini késobb a tanitas soran.
A dolgozat szamukra is bizonyitekul szolgalhat arra, hogy a linedris és absztrakt algebrai alap-
fogalmak és 6sszefliggések felhasznalasa eszkdz lehet a kozépiskolai szakkordkon es verse-
nyeken szereplé feladatok megoldaséra. Az algebrai hatter vizsgalata lehetGséget ad feladat-
tipusok jobb &tldthatésagara es uj megoldasok keresésére. Mindezeket a szerzGk szamos
feladat mind kdzépiskolai, mind pedig absztrakt algebrai maodszerrel torténd megoldasaval
igazoljak.

A dolgozat szépen felépitett, alapos munka.

Dr. Csorgl Piroska
egyetemi tanar
Eszterhdzy Kéroly Foiskola

Matematikai és Informatikai Intézet

EHCF. Matematikei es Informatikai Intézet
Postacim: 3300 Eger, Lednyko u. 4.
Tel.:06-36/520-478; hitp://matinf ekt hu
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