EOTVOS LORAND TUDOMANYEGYETEM
TERMESZETTUDOMANYI KAR

Partos Boglarka

NUMB3RS A KOZEPISKOLABAN
TDK

Témavezets:
Szabo Csaba

Budapest, 2011.



1. Bevezetés, célkitiizés

1.1. Dolgozatom célja

"Bdrmait tanitunk, tanitsuk dgy, mint eldttink lévd dolgot, melynek biztos haszna van. Tud-
niillik kell, hogy lassa a didk, hogy mindaz amit tanul, nem utdpia vagy a platoni idedk
vildgdbol valo, hanem ezek minket korilvevd igazi dolgok, melyeknek helyes ismerete az élet-
nek valddi haszndra van. Igy a szellem buzgébban kezd majd hozzd és helyesen kiilonboztet
meg." Comenius [6]

Altalanos megfigyelés, hogy a matematika sz6 hallatdra a legtobb embert kirdzza a
hideg, csodalkoznak, és felnéznek arra az emberre, aki matematikaval foglalkozik, vagy
az iskolaban szerette a matekot. Véleményem szerint ez a rossz hozzaallas f6ként a meg
nem értésbdl szarmazo kudarcélményekbdl fakad, hiszen senki sem szereti azt csinalni amit
nem ért, f6leg ha nem latja értelmét, gyakorlati hasznat. A matematikadéran eléforduld
feladatokon, problémékon gyakran nem latszik gyakorlati hasznuk, igy ezek nem jelentenek
motivaciot azoknak a gyerekeknek, akiknek tobb idére, elmélyedésre lenne sziikségiik egyes
modszerek elsajatitasara.

Fontosnak tartom, hogy a kiilonosebb tehetséggel nem rendelkezs gyerekek, akik talan
lassabban, vagy kevésbé értik meg a bonyolultnak tiiné matematikai képleteket, gondolko-
dasmodot, ne gy nézzenek a matekra, ahogyan Somfai is irja [20]-ben, mint valami fels6bb
tudasra, amit csak a beavatottak értenek meg, hanem egy szamukra is megérthetd, érdekes,
szép és hasznos targyra.

Dolgozatommal célom tehét a matematika iranti érdeklédés felkeltése, a megértésre valo
torekvés elinditasa. Kivald lehetdséget biztosit erre egy olyan tévésorozat, amely elsGsor-
ban szoérakoztat, kikapcsolodast nytujt, és emelett tanit, népszeriisiti a matematikat. Ezért
valasztottam dolgozatom téméajaul a Gyilkos szamokat.

1.2. A Gyilkos szamokro6l

A Gyilkos szamok, eredeti cimén Numb3rs egy vilagszerte ismert amerikai krimisorozat.
Az Egyesiilt Allamokban 2005-t61 2010-ig futott a CBS csatornan az American Broadcast
Company [1] felmérése szerint atlagosan 10 millié f6s nézettséggel. Magyarorszagon a TV2-
n lathatjuk 2006 6ta. Hat évada késziilt el, 118 résszel.

Fészereplsi Don Eppes FBI-tigynok, és matematika-zseni 6cese, Charlie. Don csapata-
nak minden részben egy-egy tujabb biniigyet kell megoldania, melyben nagy segitségiikre
van Charlie, aki matematikai modellek felallitasaval oldja meg az eseteket. A matematika
szamos teriiletét mutatja igy be. ElSkeriilnek példaul a valoszintiségszamités, jatékelmélet
témakore mellett differencidlegyenletek, geometriai és grafelméleti problémak is. Segitsé-
giikre van még a kissé hobortos fizikaprofesszor, Charlie j6 baratja, Larry Fleinhart, és
Charlie egyik tanitvanya, Amita Ramanujan is. A testvérpar mindennapjait altaldban
harom szinten figyelhetjiik meg, az FBI-nal, a biiniigy nyomozasa kozben; Charlie mun-
kahelyén, a kitalalt Californian Institute of Sciencen; illetve a csaladban, édesapjukkal, a
mérnok Alannel. Mindharom helyen gyakori téma a matematika.

A sorozat szamos dijat nyert, példaul 2006-ban a Carl Sagan Award for Public Under-
standing of Science, majd 2007-ben a National Science Board tugynevezett Public Service
dijat. [2]



A matematikai részek kidolgozasdhoz tobb matematikus is segiti a forgatoékonyvirok
munkajat, matematikailag korrekt minden amit a tablara irnak [7], [8] szerint is. Az Egye-
siilt Allamokban tobben is foglalkoznak a sorozatban szereplé matematikai tartalom részen-
kénti feldolgozasaval, bemutatasaval, viszont ezek gyakran hidnyosak, vagy adott esetben
nem arrél szolnak ami a konkrét részben ténylegesen szerepelt [3], [4].

"Minden nap haszndljuk a matematikdt. Megjosoljuk az iddjardst, mérjik az 1ddt, kezel-
Jik a pénziinket. A matematika t6bb mint képletek és egyenletek. Ez tiszta logika, racionali-
tds. Az emberi elme a legnagyobb rejtélyeket oldja meg a segitségével. " — Mar a bevezet&ben,
minden rész elején a matematika gyakorlati alkalmazasaira, hasznossagara hivjéak fel a figyel-
miinket. Pontosan azt a sztereotipiat céfolja meg, ami a legtébb emberben riaszté képként
¢l a matematikarol, hogy ez a tudomény nem mas mint bonyolult képletek és egyenletek
Osszessége.

Munkam soran elGszor azt vizsgalom, hogy a sorozat milyen képet allit a matematika-
rol, a matematikusokrol, hiszen ez is nagyban befolyasolja a nézé hozzaallasat a konkrét
matematikai tartalomhoz. Szimpatikus szereplégarda, izgalmas torténet sokkal inkabb fel-
kelti az érdeklédést a matematikai mondanival6 irdnt is. Ezt kovetSen egy konkrét részben
bemutatott témakort dolgozunk fel, a grafelmélet egy hires problémakorét, a Steiner-fakat,
melyek nemcsak hogy jelentés gyakorlati alkalmazéasokkal birnak, érdekesek is, és alapjaik
a kozépiskoldban is bemutathatok. Mindenekel6tt azonban felmeriil a kérdés, hogy miért is
fontos matematikit tanulni, megértetni és megszerettetni a diakokkal.

1.3. A matematikatanitas fontossaga

Ahogyan Somfai is frja [20]-ban, a j6 médszerd matematikatanitas kialakitasanak fontossaga
megkérdGjelezhetetlen. Az élet minden teriiletén sziikségiink van arra, hogy gondolatainkat
rendezetten, logikusan legyiink képesek interpretalni, érvelni tudjunk allaspontunk mellett,
vitdban képesek legylink rugalmas, a masik allaspontjat mérlegel6 magatartéasra. "Mind-
ezeknek a képességeknek a kialakitasahoz és fejlesztéséhez a tantargyak koziil talan az egyik
legnagyobb hatasfokkal jarulhat hozza a jo6 modszerti matematikatanitas."

Az iskolai matematikaoktatéas célja a Nemzeti Alaptanterv [21] alapjan nemcsak egy
egységes ¢és hiteles kép kialakitdsa a matematikarol, mint tudasrendszerrél, hanem a mate-
matikai gondolkodas teriileteinek fejlesztésével a gondolkodas altalanos kulturdjanak szine-
sitése. A matematikatanitas tovabba érzelmi és motivacios vonatkozasokban is formélja és
gazdagitja a személyiséget. Hozzésegiti a tanuldt a helyes tanulasi szokasok kialakitasdhoz
és megerGsitéséhez. "A matematikatanitas szerepe a matematika kiilonb6z6 arculatainak
bemutatéasa és érvényre juttatasa: kulturalis 6rokség, gondolkoddsmod, alkototevékenység,
a gondolkodas 6romének forrasa, a mintakban, struktarakban tapasztalhatd rend és eszté-
tikum megjelenitGje, maga is tudomany, egyben egyéb tudomanyok és az iskolai tantargyak
segitGje, a mindennapi élet és a szakmak eszkoze." Nem véletlen tehat, hogy a matematika-
orak teszik ki az iskolai orak atlagosan 15%-at |21],tovabba kotelezd érettségi kovetelmény,
a legtobb felsGoktatasi intézmény szakan megjelolt felvételi targy, mitébb a munkaerdpiac
is igényli a matematikai kompetencidkat.

Dolgozatom 0Osszeéllitasa soran igyekeztem figyelembe venni a Nemzeti Alaptanterv [21]
szempontjait is, mely a tanitasban el6térbe helyezi a készségek, képességek, kompetenciak
kialakitasat és fejlesztését. "A matematikai kompetencia a matematikai gondolkodas fej-
lesztésének és alkalmazasanak képessége, felkészitve ezzel az egyént a mindennapok prob-



léméinak megoldasara is. A kompetenciaban és annak alakuldsaban a folyamatok és a
tevékenységek éppugy fontosak, mint az ismeretek. A matematikai kompetencia - eltérd
mértékben - feloleli a matematikai gondolkodédsmodhoz kapcsolodod képességek alakulasat,
hasznélatéat, a matematikai modellek alkalmazasat (képletek, modellek, strukturak, grafi-
konok /tablazatok), valamint a torekvést ezek alkalmazasara." A feladatsorok kialakitésa
kozben szem elGtt tartottam ezeket az elveket, hogy fejlesszék példaul a modellalkotési
képességet, a gyerekek onallo tevékenységgel sajatithassag el az ismereteket.



2. Matematikuskép

A gyerekek pélyavéilasztasdban, de mar tanulasdban és érdeklGdésében is igen nagy sze-
repet jatszik, hogy milyen kép él benniik az adott szakmarol, targyrol. Ezt elég gyakran
a tarsadalomban él6 sztereotip kép befolyésolja. Napjainkban példaul sok fiatal szeretne
szinész, sztar, vagy a ma divatos kifejezéssel élve celeb lenni, hiszen amit a televizioban,
ujsagokban, interneten roluk latnak, az sok esetben vonzo, hogy hiresek, gazdagok, és sokan
szeretik Gket. Nem ilyen pozitiv a kép azonban a matematikusi hivatasrol. Ezt szamos fel-
mérés, kozvéleménykutatas egybehangzoan mutatja. Rensaa [9] cikkében irja példul, hogy
az altala készitett felmérésben, melyben a tudosok kinézetérdl, tulajdonsagairdl kérdezett,
az emberek koriilbeliil 70 szazaléka szerint a tudos szemiiveges férfi. Tobbségiik szerint idés,
vagy legalabbis kozépkori, egyediilallo, régimodi, unalmas, és antiszocidlis. A valaszadok
csupan 20 szazaléka tartotta a tudost atlagosnak, aki nem kiilonbozik mas szakmabeli-
t6l. Ilyen, és ehhez hasonld tudoméanyos igényt vizsgalatokat méar a mult szdzad kézepétdl
végeztek a tudosok tarsadalomban él6 képérdl. Példaul Mead és Metraux [10] 1957-ben
publikalt kutatasa is mintegy 35000 kozépiskolas esszéjének feldolgozésan alapult. Ezek is
mind ugyan azt, a nem éppen elényos sztereotip képet mutatjak.

Napjainkban mar rajzos felméréseket is publikdlnak. D. W. Chambers példaul kidol-
gozott egy modszert (DAST, Draw A Scientist Test), melyben t6bb mint 4800 gyermekkel
rajzoltattak képet "a tudosrol". Ezekbdl kideriil, hogy szamos jellemzé kapcsolodik a gyer-
mek gondolkodéasaban tudéshoz, mint példaul a fehér kdpeny, szemiiveg, ceruzék, tollak,
szamitogép vagy tabla, tovabbéa a tudéas szimbolumaiként konyvek, konyvespolcok, a tu-
domany megjelenitéseként bonyolultnak ting, legtobbszor értelmetlen, vagy pedig trividlis
képletek. Szinte mindenki férfi tudost rajzolt, a lanyoknak is csak alig tobb mint egy szé-
zaléka n6t. A képeken a tudos szinte mindig egy szobaban, vagy laboratériumban dolgozik,
altalaban pincében vagy alagsorban. Késébbi, tovabbfejlesztett vizsgalatok, mint példaul
Odell, Hewitt, Bowman és Boone [15] DAST vizsgélata, vagy Rampal kezdd tanarok tudos-
képét vizsgalo kérdsive [12] tovabb arnyaltak a képet, tovabbi jegyeket adtak a sztereotip
matematikusképhez. Ezek szerint a matematikus jol érzékelhetGen brillians elme, gyakran
elgondolkozik, érzelemmentes, nemtor6dom, hianyzik beléle a szocialis érzék, és némiképp
elesettnek tiinik. Egyéb kutatasok folytak tovabba (példaul Schebeci és Sorensen [13]),
hogy mennyire tér el az egyes népcsoportokban a tudosrol alkotott kép. Ezek mind azt
tamasztjak ala, hogy kevéssé. Sorensenék, illetve Finson [16] is azzal magyarazza ezt, hogy
a sztereotip képet jelentGsen a média alakitja, és a viladg barmely részén az emberek hasonld
filmeket néznek.

Ebbdl is lathatjuk tehat, hogy az emberekben a matematikusokrol, illetve altaldban a
tudosokrol alkotott képet is igen erdsen a média befolyasolja. H. Tiirkmen 2006-os [14]
felmérésében példaul az 6todikes gyerekek 45,3 szazaléka tartotta fontosnak illetve nagyon
fontosnak a médiat abbol a szempontboél, hogy milyen mértékben szarmazik onnan az in-
formécioja arrol, hogy milyenek a tudésok. Ez nagyon is érthetd, hiszen sokan soha nem
talalkoznak matematikussal, csak matematikatanérokkal, de az messze nem ugyan az, hiszen
a feladatkoriik is teljesen mas. Berry és Picker is [17] cikkiikben vizsgaltak és kimutattak,
hogy a tanuldk altaldban nem tekintik matematikusnak matematikatanarukat.

Fontos tehat azzal a kérdéssel foglalkoznunk, hogy a kiilonb6z6 filmek milyen képet alli-
tanak a matematikusrol. Wilson és Latterell 2001-es cikkében [11] szamos irodalmi miivet
és filmet sorol fel, amelyekben matematikus szerepel. A kutatasukba bevont mivekben a
matematikus tobbnyire zavart, néha 6riilt. Ez részben a létezd sztereotipiakbol, az iréban



él6 tudosképbdl adodik, részint abboél, hogy a filmben a tudoés személyisége, lelki alkata,
betegsége a konfliktus forrasa. [18]

A gyilkos szamok viszont egy merében 1j képet mutat a matematikusokrél, a mate-
matikuslétrél mind Charlie, mind Amita személyében. A matematikazseni Charlie (David
Krumholtz) fiatal, joképtd, energikus fit. Nem visel szemiiveget, se fehér kopenyt, nor-
maélis ruhdkban jar, sok baratja, még baratnGje is van. Ezek méar énmagukban is szoges
ellentétben éallnak az elképzelt tudosfiguraval.

Charlie kozvetlen, szinte mindig jokedvi. Matematikazsenialitasa mér kiskoraban meg-
mutatkozott, hdromévesen négyjegyi szamokat szorzott Ossze, és mar tizenhédrom évesen
felvették a Princetonra. Gyakran hangsilyozzak is a sorozatban, hogy nem mindennapi
elme, az FBI iroddban is mindenki felnéz ra, csodabogérnak tartjak, az egyetemen pedig
sokan féltékenyek ra. A matematika népszeriisitése szempontjaboél ez nem tul el6nyos, hiszen
azt sugallja, hogy ahhoz hogy valaki értse a matekot zseninek kell lenni. Ott van viszont
Amita (Navi Rawat), kezdetben Charlie tanitvanya, kés6bb baratnéje, majd felesége, aki
egy teljesen atlagos, csinos fiatal lany. Ez is egy szokatlan képet allit a nézé elé, hogy lé-
teznek matematikusndk is, méghozza nem furcsak, és elesettek. Gyakran dolgoznak egyiitt
Charlie-val, segitik egymaést Otletekkel, tanacsokkal, hiszen a matematikat nem feltétlentil
maganyosan, egyediil egy alagsori szobaban kell mtivelni.

Charlie kiemelked&en okos, de nem tévedhetetlen. Gyakran nem vesz szamitasba egyes
eshet@ségeket, vagy rossz tton indul el, ez is azt mutatja, hogy még egy zseni is hibazik.
Szimpatikus lehet Charlie megformaldsaban, hogy mindig mindenhol mindenkinek lelkesen
beszél matematikarol, latszik, hogy szereti amit csinél, és ezt szivesen at is adja, szemléle-
tesen magyaraz, megynyeri mind a filmbeli FBI-os k6z6nségét, mind az otthon iilé nézdket.
Felttinhet, hogy gyakran egymés kozott is matematikarol van szo, ez egy allandd témét,
Osszetarto erét jelent a szakmabeliek kozott, ilyen témakrol nyiltabban beszélnek egymaés-
sal.

Legjobb baratja, Larry Fleinhardt (Peter MacNicol) mar inkabb hasonlit a "tipikus"
tudoshoz. Nem igazan van a fizikdn kiviil mas témaja, kissé szorakozott, nem mindig tudja
éppen melyik varosban van, vagy példaul éppen kijott a konyvtarbol vagy be akart menni.
Okoskodo, tudalékos viselkedésével inkabb hasonlit a sztereotip tudosképhez. Ettdl fiigget-
leniil azonban sokat segit Charlienak mind kutatésaiban mind a biiniigyek megoldasaban.

Mindent 6sszevetve a Gyilkos szamok altal sugallt Gjszerti matematikuskép egyértelmien
pozitiv. Szimpatikus karaktereivel, a tudoményos tartalmak szemléletes bemutatasaval
kozelebb hozza a nézékhoéz mind a matematikit, mind a matematikusi hivatést.



3. Matematikai tartalom - Steiner-fak

Meggy6z6désem, hogy a matematika népszeriisitésére kivald lehetGséget, kiindulasi alapot
biztosit a Gyilkos szamok. A biintények megoldasaval ugyanis a matematika gyakorlati
hasznara vilagit ra.

A filmben mérgezési esetek egy sorozata kapcsan eljutnak egy gyanusitotthoz, aki egy
Los Angeles melletti erd6ben bujkal. Megtalalasara tobbféle matematikai apparéatust is be-
vezetnek. Példaul, megfigyelik, hogy a szokevény nem jart egy uton kétszer. Ennek kapcsan
Charlie bemutatja szemléletesen a konigsbergi hidak problémajat, elamgyarézza az Euler-
ut fogalmét, am ez a megkozelités nem vezet megoldasra. Kozben egy hires nyomolvaso
észreveszi, hogy van harom hely, ahol a gyantusitott tobbszor is megfordul. Ekkor Charlie
a kovetkezd modellt allitja fel: feltétlezhets, hogy a szokevény a harom pont kozt olyan tt-
halézaton halad, ami neki a leggyorsabb, tehat a megtett ttvonal 6sszhossza minimalis. Ez
az ugynevezett Steiner-fa feladatra, illetve, ahogy a filmben is nevezik, a buborékelméletre
vezet. A Steiner-fa negyedik csticsandl meg is talaljak a keresett személyt.

A filmbeli probléma matematikai modellje tehat egy (hegyesszogii) haromszoghen egy
olyan pont keresése, amelynek a harom ponttol vald Ossztavolsaga minimalis. A modellt
buborék elvnek nevezik és az alabbi moédon hozzak kapcsolatba a feladattal: Képzeljiik el,
hogy néhény szappanbuborék talalkozik a levegében, majd egyesiilnek. Ekkor a koztiik 1évE
hartyak, akdrhany buborékrél is legyen sz6, paronként 120°-os szdget zarnak be. Fzt azzal
igazoljak, hogy mint a fizikiban minden jelenség, a buborékok is az energiaminimumra
torekszenek, és minden minimalis allapot valamiféle szimmetriat mutat. Ez persze csak
heurisztika. A megfelel6 pont létezése és leirasa harom buborékra, azaz pontra Fermat
nevéhez flizédik, és az igy kapott pontot izogonalis, vagy Fermat-pontnak nevezziik.

Charlie a filmben Steiner-fa néven emlegeti a megoldas alapotletét. Jakob Steiner (1796-
1863) német matematikus volt. Nevéhez szamos ismert geometriai probléma megoldasa,
targyalasa, egzakt bizonyitasa ftiz6dik. Ebben a dolgozatban csak a grafokkal, miniméalis
feszitéfakkal kapcsolatos munkajat targyaljuk.

A Steiner-fa feladat egy grafban a minimaélis koltségt feszitéfa keresésének éaltalanosi-
tasa. A graf néhany pontja kozotti minimaélis koltségi feszitdfa felallitasa a cél ugy, hogy
bevehetSk a graf mas pontjai is. Altalanosabb esete az tgynevezett Euklideszi, vagy geo-
metriai Steiner-fa, mely a sik N adott pontja kozott keresi a minimalis 0sszhosszusagi
halozatot. Ekkor a graf pontjai a sik pontjai, élei az Gket Osszekotd szakaszok, melynek
silyai a két cstcs euklideszi tavolsdga. Lathato, hogy a feladat 3 pontra épp a fent emlitett
Fermat-pontot adja.

A Steiner-faknak szamos gyakorlati alkalmazéasuk van. Ha varosok kozt uthalozatot,
héazak kozt vizvezetékrendszert, esetleg internet kabelt szeretnénk lefektetni, és a lehetséges
halézatok koziil a lehets legolcsobbat vagy a leheté legrévidebbet szeretnénk kiépiteni, min-
dig a megfelels pontokra allithat6 Steiner-fat keressiik. Napjainkban is sokan foglalkoznak a
Steiner-fak elméletével, a MathSciNet-en eddig 887 publikaciot referdlnak. Ezeket az ered-
ményeket foglaljak 6ssze [25],[27], [26] monografidk. Az els6 egy altalanos Gsszefoglald, mig
a masodik és a harmadik a kombinatorikus optimalizalés, illetve a kommunikaciés hal6zatok
szemszOgéhdl vizsgalja a problémakort. Az utobbi 20 év {6 kérdése azonban egy és ugyanaz:
milyen kozelitéssel lehet gyorsan feszit6fat keresni. Ismert, hogy a Steiner-fa keresés a leg-
nehezebb kombinatorikus feladatok kozé tartozik, és kicsi az esély arra, hogy barmikor is
gyors keresd algoritmust talaljanak Steiner-fakra 22|, mégis, bizonyos hibahatarral talalha-
tunk olyan fat, amely hossza csak kicsivel tér el az optimalistol. Sokdig az 1,55-0s szorzd
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1. 4bra. Manhattan utcéai

volt a legjobb becslés 23], mig tavaly kozzétettek egy 1,39-es pontossagu algoritmust [24].
Ez azt jelenti, hogy barmilyen ponthalmaz esetén szamitogép segitségével gyorsan talalhatod
olyan feszitGfa, amely hossza a Steiner-fa hosszdnak maximum 1,39-szerese.

Az egyik legkutatottabb Steiner-fa probléma az tgynevezett egyenes vonalu (rectilinear)
Steiner-fa, az ugynevezett taxis (taxicab) geometriaban, ahol csak fliggsleges és vizszintes
élek vannak. Igy, ha ott keresiink minimalis utat, akkor egy masfajta tavolsaggal kell
szamolnunk. Két pont kozott csak ,koztuton” kozlekedhetiink. Igy példaul egy uthélézattal
parhuzamos négyzet két atellenes cstucsanak tavolsaga 2, mig a szokasos értelemben vett
tavolsaga v/2. Ez a geometria New York varos Manhattan negyedére hasonlit, ahol az
utcak egymastol kortilbeliil egyenletes tavolsagra egymaéssal parhuzamosan, illetve egymasra
merGlegesen helyezkednek el.

A Manhattan Steiner-fa fontossagat az adja, hogy nyomtatott aramkorok készitésénél
a forrasztogép csak két egymasra merdleges iranyba mozoghat. Azaz, ha a plexilapon
Ossze szeretnénk kotni néhany pontot vezetékkel, akkor épp az ezekre allithato rektilinearis
Steiner-fa adja a legkevesebb vezeték felhasznalédsaval jaré kapcsolatot.

A film, és a Steiner-fak széleskord gyakorlati haszna kell6 motivaciot ad, hogy a gyere-
kekkel foglalkozzunk a Steiner-fakkal. Charlie elvileg a buborékok segitségével rajzolt fel
egy fat, de a kovetkez6 képen mér ott volt a kész rajz, amit csak raillesztett a pontokra.
Hogyan csinalta mégis, meg tudjuk-e mi is csinalni?

3.1. Feladatok

Az eredeti probléma, amely a filmben felmeriilt a kovetkezs. Megfigyelték, hogy a szokevény
gyakran jart ugyan azon a harom helyen, ezért feltehet&leg koztiik olyan uthélozaton haladt,
ami neki a legjobb, tehat minimalis. A matematika nyelvére leforditva feladatunk tehat 3
pont kozotti tthaldzat hosszanak minimalizélasa.

Véleményem szerint ez egy atlagos kozépiskolasnak is nehéz feladat, egy kevésbé érdekls-
dének pedig még inkabb. Ezért készitettiik az alabbi ravezetd feladatsort, melyben hasonld
godolatokat, otleteket hasznalunk, mint amely majd az eredeti probléma megoldéséhoz kell.

A legegyszertibb feladat az lenne, ha nem harom, hanem csak két pont kozott keresnénk
a minimalis uthalozatot. Mindenféle megkdtés nélkiil ez viszont trivialis, hogy az Gket
Osszekots szakasz lesz a legrovidebb, ezt a filmben még Don is tudta. Kicsit nehezebb,
még mindig két pontra: két, egy egyenes altal meghatarozott azonos félsikban 1évé pontot
osszekotni tgy, hogy utunknak legyen kozos pontja az egyenessel is.



1. Feladat. [[Jancsi el szeretne jutni Illuskdhoz, de kézben még megitatja a lovdt a folyondl.
Merre mengjen, ha minél hamarabb oda szeretne érni?

1,Megoldds. Legyen Jancsi helye J, Iluskaé I, a foly6 pedig e. Vegyiink fel egy tetsz6leges P
pontot az egyenesen. Ha tiikrozziik J-t e-re, JP = J'P, mivel J’ fiiggetlen P valasztasatol,
a kérdést atfogalmazhatjuk arra, hogy mikor minimalis a J P + PI tavolsag. Nyilvan akkor,
ha P € JI egyenesének. O]

2, Megoldas. Ezt a megoldast nem részletezziik, csak a megoldasi modszert emlitjiik meg.

Alkalmas koordinata-rendszerben a téavolsagokat felirva, majd derivalva szélsGértékként
kapjuk, hogy a JP, IP egyenesek e-vel bezart szoge megegyezik. Tehét keresendd az e
egyenes azon pontja, amibdél J-hez illetve I-hez huzott egyenesek e-vel bezart szoge meg-
egyezik. Az pedig nyilvan a tiikorkép segitségével kaphato, igy visszajutottunk az el6zé
megoldéashoz. O]

Megjegyzés: Segitség lehet, ha tgy kérdezziik, hogy hogyan szerkesztenéd meg Jancsi
utjat.

Az els6 megoldas a jelen helyzetben azért elényosebb, mert a késébbiekben erre a transz-
formacios szemléletmodra lesz sziikségiink. A mésodik megoldéas abbdl a szempontbol lehet
hasznos, hogy més megvilagitasba helyezi, a problémat, a tiikrozésre nem a szakaszok,
hanem a szogek egyenlGségébdl kell rajonni. A kétféle megoldas szemléltetése azért is els-
nyos, mert a gyerek latja, hogy a probléma tobbféleképpen is megoldhato, nem csak egy
kinyilvanitott jo megoldas létezik.

Ezzel, és a kés6bb leirt masodik, harmadik feladattal mar tobb helyen is taldlkozhattak
a didkok. Legtobbszor a transzformécioknél, illetve fakultacion a differencidlszamitasnal
szoktak tanitani.|?]. Azért vessziik bele mégis feladatsorunkba, mert nem épitiink a diakok
elézetes ismereteire, viszont a transzformacios latasmodra sziikségiink van az eredeti felada-
tunk megoldasdhoz. Sokan nem is emlékeznek a megoldésra, igy nem baj, ha felelevenitjiik.

Mivel dolgozatomban féleg a matematika irant kevésbé érdkldskkel szeretnék foglal-
kozni, ezért fontosnak tartom, hogy ne szaraz matematikai szovegezési legyen a feladat.
Erdekesebb, ha gyakorlati a példa, vagy meseszertien van fogalmazva. Ez raadasul fejleszti
a gyerekek modellalkotési képességét, hiszen ha egy rajzon, térképen mutatjuk meg a fel-
adatot hazzal, meg hompolygs folydval, akkor még at kell fogalmaznia pontokra, egyenesre.

2. Feladat. [[Most Jancsi még lditatds utdin elmegy a mezdre virdgot szedni Iluskdnak.
Merre mengen igy?

Megoldas. Legyen ismét Jancsi J, lluska I, a foly6 e, a mez6 széle f; P € e, R € f tetszble-
ges. Ismét tiikrozziik P-t e-re, illetve R-t f-re. Igy Jancsi itjanak hossza ismét a kialakuld
J'PRI' torottvonal hosszaval egyezik meg. Ez pedig akkor minimélis, ha J', P, R, I’ kolli-
nearis. O

Megjegyzés: Az els6 feladat megbeszélése utan méar feltehetGen mindenki az els6 meg-
oldéast valasztja.

Az elsé feladat megheszélése utan erre mar azok is kénnyebben rajonnek, akik az el6z6t
nem tudtdk megoldani, ez pedig sikerélményt, nagyobb kedvet jelent. A kudarckeriils
személyiségi gyerekek érdeklddését is jobban felkeltheti, onértékelését javithatja, ha nem
rogton a nehéz feladattal kezdiink.
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2. 4bra.

3. Feladat. [[Jancsi és Tluska egy folyo két oldaldin laknak. Hova épitsenek a folydra me-
réleges hidat, hogy a lehetd legrovidebb idd alatt el tudjanak jutni eqymdshoz?

Megoldas. Legyen a foly6 Jancsi fel6li partja e, Iluska felsli f, e egy tetszGleges pontja
P. Mivel a hidat a legolcsébbra, a folyora merélegesen szeretnék épiteni, ezért merdlegesen
d(e, f) hosszt utat mindenképp meg kell tenni. Toljuk tehét el JP-t egy e és f-re merdleges,
f felée mutato d(e, f) hosszu vektorral. Az igy keletkezs |J'P'| = |JP|, |PP’| allando, igy
J'P'I torottvonal minimumat keressiik. Ez megint akkor fordul els, ha J', P’, I kollineréis.
Tehat a hidat a f N J'I-be kell épiteni. [

Valoszintileg itt is tiikrozéssel probalkoznak el6szor, de a hid hosszanak allandosagabol
ré lehet jonni az eltolés alkalmazasara.
A kells el6készités utan ratérhetiink az alapproblémaéra.

4. Feladat. [|Adott eqy hegyesszogi hdaromszdg. Hol van az a pont, amelynek a csiucsoktol
vett tdvolsdagdsszege minimalis?

Megoldds. A cstucsok legyenek: A, B, C., tovabba P tetszGleges pont a haromszog belsejé-
ben. Ekkor keressiik, hogy AP + BP + C'P mikor minimalis. Forgassuk el BPC' harom-
szoget B koriil 60°-kal kifelé. Ekkor BP P’ haromszog szabalyos, igy BP = PP’ tovabba
BPCA = BP'C'A, amib6l CP = C'P'. Ezek alapjan AP+ BP+CP = AP+ BP' +C'P’
akkor minimalis, ha A, P, P’, C' kollinearis, tehat ha P € AC’. AC’ a BC oldalra ki-
felé irt szabalyos haromszog harmadik csticsat A-val 6sszekotd egyenese. Hasonldan a tébbi
csucsra is, akkor lesz minimalis, ha P a haromszog oldalaira kifelé irt szabalyos haromszogek
harmadik cstcsat a haromszog szemkozti csticsaival 0sszekotd egyenesén van.

Be kell latnunk, hogy ezek a szakaszok egy pontban metszik egymést. A jelolések az
abran lathatok. Ekkor BPC'/ = A'PBZ = 60°, mert A’C-t B koriil 60° -kal forgatva
AC'-t kapom, igy P’ € AC', BPP'A szabalyos. Tovabba APC/ = 120fok, igy A, P, C,
C” egy koron van. AC és CC” egyenlGsége miatt a keriileti és kdzépponti szogek tétele
alapjan APC” / = C” PCZ = 60°. Ezzel belattuk, hogy C”, P és B kollinearis. O

Az el6z6 bizonyitasban melléktermékként megkaptuk, hogy a Fermat-pont a haromszog
minden oldalarél 120 fokos szog alatt latszik. Igy tehat kétféleképp is megszerkeszthet-
jiikk az izogonélis pontot. Egyrészt a haromszog oldalaira kifelé irt szabélyos hdromszogek
harmadik cstcsat a haromszog oldallal szemkozti csticsaval Osszekots szakaszok metszés-
pontjaként, masrészt a haromszog oldalaira irt 120°-os latékorivek kozos pontjaként. Igy
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5. abra.

feladhatjuk példaul, hogy szerkesszék meg a filmben szereplé haromszog izogonélis pontjat.

A megoldasban csak hegyesszogii haromszogekkel foglalkoztunk, viszont csak azt hasz-
naltuk ki, hogy a haromszdg minden szoge kisebb 120°-nal, hiszen feltettiik, hogy P bels6
pont. 120° vagy nagyobb szoggel rendelkezé haromszog esetében a Fermat-pont a tompa-
sz0gi cstccsal esik egybe.

Megoldottuk tehat a filmben felmeriil§ problémat kozépiskolai modszerekkel. (Még sza-
mos kiilonb6z6 bizonyitas talalhato példaul [?]-ben.)

Adodik tovabba a kérdés, hogy mi a helyzet tobb pontra. Ezt is kis lépésekben épitjiik
fel, hogy a gyerekek maguktol johessenek ra. Nézziik elGszor négy pontra, specialis esetben.

5. Feladat. [[Vegyiik egy téglalap csicsait. Hol van az a pont, ahonnan a csicsokba hizott
szakaszok hosszdnak dsszege minimdlis?

Megolddas. Ez nyilvan az atlok metszéspontja lesz, hiszen akdrmelyik masik pontot Gssze-
kotve a csiicsokkal a haromszogegyenlGtlenség miatt hosszabb tavolsagosszeget kapok. [

Megjegyzés: Az el6z6 feladat bonyolultsagat latva gondolhatnank, hogy négy pontra is
hasonlé, vagy nehezebb a probléma. FeltehetGen lesznek olyan gyerekek, akik itt is forgatas-
sal probalkoznak - mig eszre nem veszik, hogy az atloval lehet javitani két Steiner-élt - hiszen
egész eddig transzformaciokat hasznaltunk. Ez a csapda viszont fejleszti gondolkodasukat,
hogy nem favigémodszer szerint oldjuk meg a feladatokat.

Lattuk, hogy egy tjabb pont felvételével az atlok dsszege a minimalis. Felmeriil azonban
a kérdés, hogy nem lehet-e ezen még javitani. Hogyan lehetne révidebb a négy pont kozotti
uthalozat?

6. Feladat. [[Rajzoljuk le az dbrdn ldthato téglalap csicsaira az dket dsszekdtd minimdlis
uthdlozatot! (Hogy néz ki egy téglalap Steiner-faja?)

Megoldds. Eszrevehetjiik, hogy két cstcs, illetve az atlok metszéspontja alkotta haromszog
két oldala szerepel a faban, de ennél jobb a harom pont Steiner-faja az izogonalis pontjukkal.
Kétféleképp is javithatunk attol fiiggden, hogy melyik oldalparhoz tartozé haromszoget
tekintjik.
Ha az atlok szoge kisebb mint 60°, akkor csak egyféleképp javithatd az atlok metszés-
pontja, a révidebb oldalhoz tartozd Steiner-faval, hiszen a hosszabbakhoz tartozo haromszog
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metszéspontnal 1évs szoge nagyobb mint 120°, annak a Fermat-pontja pedig a tompaszognél
lévé csiics. Ha viszont az atlok szoge nagyobb 60°-nal, akkor mindkét oldalparhoz tartozé
haromszogben javithatunk. Ekkor néhany Pitagorasz-tétel felirasaval kiszamolhato, hogy a
rovidebb oldalhoz tartozo javitassal kapott fa kisebb. Ha a két oldal a, illetve b, akkor az
a-hoz tartozo javitassal az Osszit a + \/gb, illetve b + v/3a.

Be kell latnunk még, hogy a révidebb oldalhoz tartozo javitassal elért fa a legrovidebb,
tehat akirhogy vesziink két pontot, és kotjiik Gssze a cstucsokkal, az 0sszhossz nagyobb
lesz. Vegyiik észre, hogy a minimalis feszitéfaban a Steiner-pontoknal 1év6 szogeknek 120°-
osaknak kell lenniiik, kiilonben tudnéank javitani a harom ponthoz tartozé Steiner-faval,
ahogy azt az atlok esetében tettitk. Igy tehat az @j pontoknak a révidebb oldalakhoz
tartozo 120°-os latokoriven kell lenniiik. A téglalap szimmetrikussdga miatt a Steiner-
fanak is szimmetrikusnak kell lennie, vagyis a Steiner-pontok rajta lesznek az oldalfelezé
merGlegesen.

Marad azonban a kérdés, hogy van-e ennél is révidebb. Csokkentheté-e vajon a fa mérete
ha még tobb segédpontot vesziink fel? Lehet-e egy szog esetleg 120°-nal nagyobb? Mindkét
kérdésre Steiner fak segitségével adhatjuk meg a valaszt: ha ugyanis van egy (tetszéleges)
segédpontunk, akkor a két rovidebb oldal és a segédcstucs altal meghatérozott haromszogek
Steiner-fai minimélis megoldast adnak a feladatra. Ekkor maximum két 0j cstics keletkezik,
amelyek 0sszekotd vonalan szerepel a kiindulasi segédpont. Ezért az 6sszekotd vonal egy
egyenes szakasz kell, hogy legyen. Igy két segédpontra van sziikségiink, és a megfelels szogek
mind 120°-osak. 0

Megjegyzés: A szimmetria okokra val6é hivatkozéssal torténd bizonyitasunk eleinte el-
nagyoltnak tiinhet, de részleteiben jobban kifejtve helytéallo. Dolgozatomban azonban erre
nem térek ki, mert egy masfajta bizonyitast is lathatunk majd a kovetkezd feladat, az al-
talanos négy pont Steiner-fajara vonatkozd megoldésban. A Stener-fa szerkesztését is ott
mutatjuk be.

Ez a feladat nemcsak a rekurziv gondolkodést fejleszti, hiszen azt hasznaltuk ki, hogy
harom pontra mar ismerjiik a Steiner-fat, hanem a bizonyitasra val6 igényt is. Egyediil nem
valdszintd, hogy felmeriilt volna benniik, hogy lehet jobb tuthélézatot rajzolni az atloknal,
vagy hogy lehet-e két ponttal mashogy révidebb fat rajzolni, ha nem kérdezziik meg. Ezek
utan viszont mér benniik is felmeriilhet, hogy nem lehetne-e harom tjabb ponttal javitani.

Ezt a feladatot szakkoron valo feldolgozéshoz javasoljuk a bizonyitas szerteagazosaga
miatt. Rendes o6ra keretei kozott, vagy népszeriisité el6adason érdekességként be lehet
mutatni az atlokra vonatkozo javitast a minimalitas bizonyitasa nélkil.

Vizsgéljuk most altalanosabb négy pont Steiner-fajat. Lattuk, hogy az allitasaink tobb-
sége 120°-nal kisebb szogl alakzatokra vonatkoztak, igy most is csak ilyen négyszogekre
szoritkozunk.

7. Feladat. [[Rajzoljuk le eqy olyan konvex négyszog Steiner-fajdat, melynek minden szdge
kisebb 120°-nal!

Megoldds. Az el6z6 feladatban belattuk, hogy a Steiner-pontokbol harom él indul ki, és
ezek paronként 120°-osak. Igy a keresendd pontok rajta lesznek két szemkozti oldal 120°-
os latokorivén. Legyenek a négyszog cstcsai rendre A, B, C', D, az AB oldalra kifelé irt
szabalyos haromszog harmadik cstcsa E, a C'D oldalé F. Ekkor a Steiner-pontok rajta
lesznek a két haromszog koriilirt korén. Legyen P, S tetszéleges ezeken a koriveken, a
rajzon lathaté modon.
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6. abra.

Bebizonyitjuk, hogy PB + PA = PE. Vegyiik észre, hogy BPE/ = EPA/Z = 60°,
hiszen egyenld ivekhez tartozo keriileti szogek. Forgassuk el az AEPA-t Akoriil 60°-kal.
Ekkor E képe B, P képe P, ami rajta van BP egyenesén. gy EP = BP+PP' = BP+PA.

Igy tehat a feszitéfa hossza egyenls az EPSF torottvonal hosszaval, ami akkor mini-
maélis, ha az emlitett négy pont kollineéris. O]

Megjegyzés: Ezzel egy szerkesztési eljarast is adtunk négy pont Steiner-fajanak megraj-
zolasahoz.

Altalanosan n pontra a feladat mar nehéz. Azt viszont mar a téglalpnal is belattuk,
hogy a Steiner-csticsoknél 1évG szogek 120°-osak, ez altalanosan n pontra is igaz, kiillonben
tudnank javitani harom pont kozotti Steiner-faval. Grafelméleti okoskodéssal, egy egyszerd
élszamlalassal pedig beldthato, hogy maximum n — 2 4j pont felvételére van sziikség.

Szapanbuborékok segitségével azonban konnyen szemléltethets barmilyen elhelyezkedést
pontok ko6zott hizodoé Steiner-fa. Ehhez parhuzamos, egymastél 1 cm-re 16v plexilapok
kozé annyi tiiskét kell elhelyezniink, ahany pontra szeretnénk nézni. Ez a szerkezet ha mo-
soszeres oldatba martjuk, majd onnan kiemeljiik, hartyédkkal kirajzolja a keresett uthélézat
minimalis alakjat. Ilyet akar a gyerekek maguk is csinalhatnak.

3.2. Taxis geometria

Jelentds gyakorlati haszna miatt foglalkozhatunk a taxis geomatriaval is. Ez egy szokatlan
tulajdonsagokkal, tavolsagfogalommal rendelkezé geometria, igy mindenkel6tt vizsgéljuk
meg, hasonlitsuk Ossze az euklideszi fogalmakkal (szakasz, kor szakaszfelezs) az itt megjelend
tulajdonsagokat.

El6szor is nézziik meg, hogy mi motivalja egy 1j tavolsagfogalom bevezetését.

8. Feladat. [Motivacio] Eqy varosban az utcik merdlegesek eqgymdsra, sakktablaszerien let-
tek kiépitve. Ugy gondoltdk, hogy az utcanevekrdl nem akarnak vitatkozni, igy eqyszerden a
fiiggdleges utcdkat szamokkal, a vizszinteseket betikkel nevezték el. A polgdrmester példdul
a 2. és a K utca sarkan lakott. Hogyan menjen

a) a 2. és S utca sarkdn lévd boltba;

b) a 7. és az N utcdk taldlkozdsdndl lévd hivatalba ha a lehetd leggyorsabban oda szeretne
érni?
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7. 4bra.

Az a, esetben nyilvan a kozos, 2. utcaban kell menni, hiszen ha kimozdulnank az utcabol,
vissza is kellene jonni. A b, esetben pedig akkor lesz a legrovidebb, ha csak jobbra illetve
folfelé megy, hiszen ekkor kozeledik a hivatalhoz. Igy az Osszes ilyen tt jo a két épiilet
kozott. Tavolsaguk pedig annyi lesz, amennyit a polgarmesternek haladnia kell 6sszesen
jobbra illetve folfelé. Az abran lathaté esetben 5+ 3 = 8.

Megjegyzés: Ezzel kozosen definidltuk a taxis metrikdban a tavolsédgot.

El6szor specialis esetre néztiik meg (amikor egy utcaban vannak), majd igy haladtunk
az altaldnos felé, hiszen ez egy furcsa, szokatlan geometria, amivel a legtobben még nem
talalkoztak. Igy jo, ha lépésrdl lépésre ismertetjitk meg a gyerekeket vele. Megnézziik hogy
miben hasonlit az eddig megszokott, természetessé valt euklideszi tavolsagra, majd csak ezt
kovetGen tériink at a szokatlan tulajdonsagokra. A feladatok soran folyamatosan parhuza-
mot vonhatunk a két geometria kozott. Példaul euklidesziben két pontot 6sszekots szakasz
egyértelmid volt, itt tobb lehetdségiink van. Ekkor felmeriilhet a kérdés, hogy hanyféle
legrévidebb it van Gsszesen.

9. Feladat. [[Hanyféleképp juthat el a polgdrmester a hivatalba?

1, Megoldds. Az a, esetben nyilvan egy. A b, esetben 6sszesen nyolcszor lépiink vagy jobbra,
vagy folfelé. A nyolc 1épésbdl barmikor, de pontosan haromszor haladhatunk folfelé, igy
Osszesen annyi ut van ahanyféleképpen a nyolc lépéshbdl kivalaszthatjuk azt a harmat amikor
épp folfelé lépiink. (Ugyanezt végiggondolhatjuk az 6t jobbralépésre is.) Igy az utak szama:

9-)-

2, Megoldas. El6szor nézzik egyszeribb esetre, és mindig irjuk ré4 a pontokra, hogy oda
hanyféleképpen lehet eljutni. Ha egy utcaban vannak barmilyen tévolsagra, akkor nyilvan
egyféle. Ha az egységnégyzet atellenes sarkaiban, akkor oda eljuthat eggyel lejjebrél, vagy
eggyel balrabbrol, igy Osszesen kétféle uton. A (4, L) koordinataju pontba a (4, K), vagy
(3, L) pontbol mehet, igy 6sszesen 142 = 3 uton, hiszen a (4, L)-be egy, a (4, K)-ba kétféle
lehetdség van. Igy a négyzetracs minden pontjara rairhatjuk az oda vezets utak szamat, az
eggyel alatta illetve eggyel balra 1évé racspontban szerepls szam Gsszegeként. Igy adodik,
hogy az (7, N) pontba Gsszesen 56 legrovidebb tut vezet. [

]
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Megoldads. °]

8. abra.

Igy egy kombinatorikapéldahoz jutottunk, amivel a matematika témakorei kozotti ko-
héziora vilagithatunk ra, hiszen geometriafeladat kapcsan meriilt fel kombinatorikai kérdés.
Fontosnak tartom ezt is szemléltetni, hogy a matematika nem kiilonallo témakorokbasl all,
ezek Osszefliggnek, egységet alkotnak.

Véleményem szerint mindkét megoldés tanulsagos. Ha mar tanultak a gyerekek kom-
binatorikit, a binomialis egyiitthatokat, akkor az elsé megoldés tjabb szemléletes példat
ad az ismétlés nélkiili kombinédciora. A masodik megoldason pedig észrevehetjiik, hogy a
racspontokba irt szamok pont a Pascal-haromszog elemei, igy innen is eljuthatunk a bi-
nomialis egyiitthatokon keresztiil az els6 megoldéshoz. Tovabba ez a megoldas a gyerekek
rekurziv gondolkodasmodjat erdsiti, hiszen kisebb tavolsagokra irtuk fel elszor, majd ebbdl
kiindulva haladtunk a nagyobb tévolsagok felé, felhasznalva hogy kisebbekre méar tudjuk.
Raadasul ez az elgondolas nem hasznal kdzépiskolai tananyagot, altalanos iskolasoknak is
feladhato. Akik versenyekre, szakkorokre jarnak, azoknak ismerds lehet, gyakran szoktak
ehhez hasonl6 feladatokat adni, de rendszerint nem ilyen keretben, igy nekik a raismerés
élményét nyijthatja.

Miutéan két pont tavolsdgat definialtuk megvizsgalhatjuk, hogy hol helyezkednek el azok
a pontok, amik egy adott ponttol egyenld tavolsdgra vannak, vagyis hogy néznek ki a korok.

10. Feladat. [[Nyilt egy pizzéria a vdrosban, a 6. és az F utca sarkdn, ami hdzhozszdllitdst
1s vallal. Viszont eqyenldre csak biciklis futdraik vannak, akik hogy a pizza ki ne hiljon,
az étteremtdl csak hdarom egység tavolsdagra szdllitanak. Mely hdzak rendelhetnek igy pizzdt?
Es ha motorral mdr Gtre is tudnak?

Az abran lathato négyzeten 1év6 pontok vannak éppen harom tavolsédgra. Ennek belsd
pontjai kevesebb mint haromra, kiils§ pontjai pedig méar t6bb mint haromra. Otre hason-
loan egy négyzet és ennek belsé pontjai lesznek jok. [l

Kis tavolsagra feladva a feladatot egyszertien megkapjuki, pusztan probalgatassal, hogy
hol lesznek ezek a pontok. Erre mindenki ra tud jonni, semilyen o6tlet nem kell hozza,
igy a gyerekek onmaguk veszik észre, tapasztaljak meg ennek a kiilénos geometrianak a
tulajdonsagait. Szemléletesen ezekkel a kis példékkal is latszik, hogy barmilyen nagyobb
szamra is hasonléan néznek ki a hagyomanyos értelemben vett korok, egy négyzetkeént.
Ennek a preciz bizonyitasatol azonban ebben a dolgozatban eltekintiink. Bar csak a taxis
metrika tavolsagfogalmat, illetve az abszolutértékfiiggvény tulajdonsigait hasznalnank, ami
onmagaban nem haladné meg a kozépiskolas ismereteket, unalmas lenne a sok egyforma eset
vizsgalata. Célunkat e nélkiil az absztrakt targyalasmod nélkiil is elérjiik, hogy a gyerekek
jartassagot szerezzenek ebben az tjfajta geometriaban.
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Megoldds. 1

9. abra.

11. Feladat. [[A vdrosban immdron két pizzéria van, amelyek barmekkora tdavolsigra vdl-
lalnak szallitast. Megbeszélték azonban eqymads kozott, hogy az veszi dt a rendelést az adott
haztol, akihez kozelebb van. Hogyan osztottdk igy fel a vdrost eqymds kozott,

a) ha a masik pizzéria az 11. és az I utca sarkara épiilt?

b) Es ha a 10. és a J sarkara?

El6szor vizsgéaljuk meg, hogy hol helyezkednek el azok a pontok, amelyek egyenls ta-
volsdgra vannak a két adott ponttol. Nyilvan jok lesznek az Gket Osszekots szakaszok
felez6pontjai, és a két pont, mint atellenes csiicsok altal meghatarozott téglalap pontjai
kiiziil csak ezek lesznek jok. Ekkor probalgatassal észrevehetjiik, hogy a tébbi pont egy-egy
félegyenesen van, ami az abran lathato. Ezen félegyenesek minden pontja jo lesz, hiszen a
kezdGpontjai jok, onnan pedig folfelé illetve lefelé haladva ugyanannyival né minkét ponttol
vett tavolsdg. A vonaltol jobbra az egyik, mig ett6l balra a mésik ponthoz lesznek kozelebb.
A négyzet esetében is hasonléan meggondolhatjuk, hogy az abran lathaté pontok jok. [

Megjegyzés: Ennek a preciz bizonyitasatol is eltekintiink.

Ez az el6bbi feladattal egy maéasik bizonyitéasi technikat tar elénk, amelynek sorén vala-
hogyan megtalaljuk a helyes megoldast (a feltételeket kilégits pontokat), és belatjuk, hogy
a tobbire nem teljesiil.

Megoldva a feladatot igen meglepd eredményhez jutunk. Maéar egy téglalap &atellenes
csticsaira is kiilonos alaki a szakaszfelezd, nem egy egyenes, hanem egy torottvonal. Négy-
zetre pedig egészen rendkiviili, hogy egy-egy siknegyed minden pontja olyan, hogy egyenls
tavolsadgra van az atellenes cstcsoktol.

Most, hogy mar kell6en megismertettiik a gyerekeket ezzel a kiillonos geometriaval, ra-
térhetiink a Steiner-fa feladatokra. El6szor keressiik meg harom pontra a minimaélis 6ssz-
hosszusagu feszitofat.

12. Feladat. [|A vdrosban nyilt még egy pizzéria (a 1l.a) feladatban szereplék mellé) a
8. és J utcdk taldlkozdsandl. Szeretnének egymdssal kommunikdlni. Merre fektessék le a
telefondrdtokat, hogy a legolcsébb legyen?

A feladatunk tehat olyan minimalis 6sszhosszuségu uthélozatot felrajzolni, ami mindha-
rom pontot tartalmazza. A megoldas az dbran lathaté. Ennél rovidebbet nem lehet, hiszen
az uthalézatban barmely pontbol barmely masikba el kell jutnunk tton. Igy a 6. utcatol
el kell tudnunk jutni a 11-ig, tovabba az F-t6l J-ig is, ami Osszesen 5 + 4 = 11. [l
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6. 7. 8 9 10 11

Megoldds.

10. abra.

Elsfordulhat, hogy &ltalanos helyzetd harom pontra nehezebben megy, ekkor segité
kérdéseket tehetiink fel, példaul mi lenne, ha egy utcdban lennének, tehat ha az el6z6
feladat b, részében szerepls pizzériat nézziik. Mivel feltehetGen probalgatassal rajzoljak
fel az utat, tehat felrajzolnak egy lehetségeset, majd pedig azt javitjak, igy minden ilyen
esetnél latjak, hogy ami minimélisnak tiint, mégsem a legjobb volt. Ezzel felmeriil az igény
a bizonyitasra, hogy amit aztdn mar nem tudnak tovabb javitani az valoban a minimalis-e.
Ekkor vildgithatunk ra, hogy egy alsé becslés adasaval bebizonyithatod, hogy nincs jobb.

Egy algoritmus adéaséval belathato, hogy harom pontra mindig megvaldsithato az also
becslésnek megfelel6 hosszusagu uthaldzat. Példaul fiigglegesen a kdzépsé ponthoz behtiz-
zuk a rajta fekvs vizszintes egyenest, majd fiiggleges vonalakkal hozzakotjiik a mésik két
pontot. (Ha fiiggslegesen nincs kozépss, akkor legalabb kettd kollinearis, ekkor huzzuk be
az 6 egyenesiiket.) Véleményem szerint ez inkabb szakkorre valo feladat, de a gyerekek
érdeklédéséhez mérten feladhato rendes ora keretei kozott is. Nehézsége inkabb csak abban
rejlik, hogy felmeriil-e az igény a gyerekekben altalanosan mondani valamit, ha mar egy-
szer a konkrét feladatot megoldottuk. Tobb pontra altalanosan azonban mér nincs gyors
algoritmus. Hasonl6 alsé becslés adhato, de a specialis esetektdl eltekintve ezek meg sem
kozelitik a valédi minimumot, igy ezekkel nem foglalkozunk.
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