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1. Bevezetés

Az ELTE Bsc képzése alatt talalkoztam el6szor valosagkozeli, illetve modellezési
matematikafeladatokkal. Ezek felkeltették érdekl6désemet, igy elkezdtem részletesebben is
foglalkozni veliik, magam is szamos feladatot és hozzajuk tartoz6 lehetséges megoldast
készitettem. Ezek kiilonb6z6 korcsoportoknak szélnak, sokféle témat dolgoznak fel, és
sokféle matematikai teriiletet érintenek. A tanari mesterképzés nagy hangsulyt fektet a
pedagbgiara és a szaktargyi modszertanra, igy automatikusan adodott az otlet, hogy ezeket a

feladatokat a gyakorlatban is kiprobaljam.

Németorszagban mar évek ota kiemelked6 szerepet jatszik a fejlesztendd kompetencidk
kozott a modellezési kompetencia, igy jelent6és német nyelvli szakirodalom gyfilt 6ssze az
altalanos- és kozépiskolai matematikai modellezéssel kapcsolatban. LehetGségem volt egy
félévet a Heidelbergi Egyetemen tanulni, igy személyesen is megtapasztaltam, mekkora

hangstilyt fektetnek erre a témara a matematikatanar-képzésben.

Magyarorszagon csak lassan valik ismertté a matematikai modellezés fogalma az éaltalanos-
és kozépiskolakban, de a 2012.évi Nemzeti Alaptanterv (NAT) mar hangsulyos szerepet szan
neki. A fejlesztési feladatok kozott tobb matematikai témakornél és korosztalynal is
talalkozhatunk a fejlesztendé kompetencidk kozott a modellek valasztasanak, keresésének és

alkotasanak képességével.
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Val6ban, a matematika 6rakon gyakoriak a szoveges feladatok kozott az an. ,,bedltdztetett
feladatok” (lasd Jahnke, 2001) vagy ,prototipus feladatok”, melyek sokszor abszurd
szituaciokat abrazolnak és a valosagtol teljesen tavol allé helyzeteket jelenitenek meg. Ez nem
véletlen, hiszen f6 céljuk adott matematikai tartalom szovegbe oOltdztetése, a kontextus

gyakorlatilag kozombos.

Sajat tapasztalataim azt mutatjak, a tanulok legtobbszor mechanikusan megoldjak a
szoveges feladatokat az éppen hasznalatos matematikai eszk6zzel, amirdl tanulnak, majd a
valaszt éppen ilyen mechanikusan fogalmazzdk meg szdveges formaban is, tehat nem
gondolkodnak el tdl sokaig, hogy az eredmény, amit kapnak, mennyire illeszkedik az eredeti
szituaciohoz. Szerencsére akadnak kivételek, erre példa a kovetkezd eset: Egy nyolcadikos
lany egy szoveges feladatot oldott meg, melyben egy L alaku fiird6szoba alapteriiletét kellett
kiszamitani. A végeredmény 6 m? volt, mire 6 megkérdezte: ,,Nem tul kicsi az?”. A kérdés
hallatdn nagyon megoriiltem, hiszen az eredmény értékelése egy nagyon fontos és sziikséges
képesség, valamint nem mellesleg egy modellezési 1épés is. Hogy eldontsiik, elegendd
teriilet-e ez egy fiirddszobanak, sajat fiird6szobaink méretét becsiiltiikk meg. Arra jutottunk,
hogy bar valéban nem til nagy ez az alapteriilet, elfér benne minden, amire egy
fiird6észobaban sziikség lehet. Hogy gyakrabban taladlkozzunk ilyen gondolkodasmoddal, ugy
gondolom, nagyobb figyelmet kellene fektetni a problémamegoldds soran a modellezési

folyamat lépéseinek elsajatitasara, a matematikai feladatok valos kontextusba helyezésére.

Mivel a legttbb iskolaban a tanuldk ritkan talalkoznak valodi, komplex, valosagkozeli és
nyitott modellezési feladattal, és els6sorban az tn. beoltoztetett feladatokat szoktdk meg,
kivancsi voltam, mennyire képesek felkészités nélkiil és a modellezési folyamat ismerete
nélkiil megoldani az ilyen Osszetett feladatokat. Hogyan végzik a modellezést, fel tudjak-e
tarni a valds szituacid és a matematika kozotti Osszefiiggéseket, és a kontextusnak

megfelel6en tudjak-e értékelni az eredményeket.

Ehhez készitettem feladatlapokat a kiilonb6z6 korosztalyok szamara, melyeket egy

kecskeméti nyolcosztalyos gimnazium tanuldi oldottak meg.



2. A modellezés fogalma

2.1. Modellezési kompetencia

Dolgozatomban a modellezési kompetencianak Kkitiintetett szerepe van, hiszen éppen ezt
szeretném részletesebben vizsgalni a sajat készitésli feladatlapok kiprobalasaval. Mig
Magyarorszagon a modellezés fogalma még ujkeletlinek szamit, addig Németorszagban a
modellezési kompetencia mar 2003 6ta a hat alapvet6 matematikai kompetencia egyikeként
szerepel a tantervekben, igy ott mar szamos szakirodalom latott napvilagot a témaban. Az
el6bbiek miatt, és mert a német matematikatanitas tobb vonatkozasban is hasonl6sagot mutat
a magyar hagyomanyokkal, dolgozatomban a német nyelvli irodalom megkdzelitéseit
tekintem kiindulasi alapnak. A modellezési kompetenciarol sziikebb és tagabb értelmezés
létezik, ezeket Julia Riebel disszertaciojaban (Riebel, 2010) részletesen is taglalja. Az altalam
végzett kutatashoz egy sziikebb értelmezésii definicié kivalasztasa célravezet6bb, mert igy
attekinthetébbé valnak a a vizsgalt részkompetenciak, és egyértelmiibb vizsgalati
szempontokat nyeriink. Werner Blum a matematikai modellezés egyik legnevesebb kutatoja,
és az 0 definicioja a legelterjedtebb a témaban, igy magam is ezt hasznalom. Ez a modellezési

feladatra és a modellezési folyamatra vezeti vissza a modellezési kompetenciat:

“Modellezési kompetencia alatt azokat a kompetencidkat értjiilk, amelyekre egy
modellezési feladat megoldashoz sziikség van (kivéve a matematikan beliili munkat) és

amelyek tobbek kdzott modellezési folyamattal irhatok le.” (Blum, Leil 2005)

A definicié tovabbi értelmezéséhez tisztaznunk kell a modellezési feladat és a modellezési

ciklus fogalmat.



2.2. Modellezési feladat

Tagabb értelemben modellezési feladatnak tekinthet6 minden olyan feladat, amelyben egy
hétkdznapi probléma megoldasahoz matematikai modell alkotdsara van sziikség, ahol
matematikai modell alatt valamilyen, strukturalt, egyszeriisitett sémat értiink, amely segiti a

valosag megértését. (vo. Ambrus, 2007)

Sziikebb értelemben ezentil még mas tulajdonsagokat is elvarunk a modellezési
feladatoktdl, példaul Katja Maal a kovetkezd jellemzOket tartja fontosnak ezeknél a
feladatoknal: nyitottsag, komplexitas, valosagkozeliség, autentikussag, problémakodzpontisag

és megoldhat6sag modellezési folyamat végrehajtasaval. (vo. Maal}, 2007)

2.3. Modellezési ciklus

Werner Blum a fent emlitett tulajdonsagok koziil a valosagkozeliséget és modellezési
folyamatot - vagy mas néven modellezési ciklust - tartja a legfontosabbnak. Az 6 felfogasaban
a modellezési feladatok valdsdgkozeli feladatok, amelyek alapvet6 (kétiranyd) forditast
kovetelnek meg a valosag és a matematika kozott. (v6. Blum, 2010) Tulajdonképpen ennek a

forditasi folyamatnak a részletes bemutatasa adja a modellezési ciklust. (2.1. abra)

A folyamat 7 1épése tehat: 1. megértés, 2. egyszeriisités és strukturalds, 3. matematizalas, 4.

matematikai munka, 5. interpretacio, 6. értékelés, 7. magyarazat, valasz.
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Maga Blum is emliti (vd. Blum, 2010), hogy ez csak egy ideélis elképzelés a modellezési
folyamatrol, mert az egyes lépések nem mindig kiiloniilnek el ennyire élesen egymastol,
valamint a ciklusban hurkok is keletkezhetnek, igy elterjedt egy egyszeriibb séma a ciklus
abrazolaséra (2.2.4bra), mely csak 4 alapvet6 lépést hatdroz meg. (v6. Maals,2007 és
Greefrath; 2007) Ezek a lépések a kovetkezdk: 1. a valés probléma alapjan matematikai
probléma vagy modell létrehozasa. 2. a matematikai probléma megolddsa matematikai
eszkozokkel, 3. a matematikai eredmény értelmezése a valosagban, 4. a kapott valos
eredmény értékelése a valés probléma tekintetében. Ez a négy 1épés magaban foglalja a valos
kiindulasi szituacié helyes értelmezését. Az egyes 1épések végrehajtasanak képessége adja
valéjaban a modellezési kompetencia f6bb részkompetenciait. Ezek tovabbi alkategéridkra is

bonthaték (MaaR, in: Jahnke, 2010), de ettél itt most eltekintiink.

Modellezési folyamat
|

Valds vilag i Matematikai
vildg

2.2. abra
Katja Maall modellezési kompetencia értelmezésében is a fenti lépések jelennek meg,

szerinte ha a tanulék megtanulnak valés problémakat modellezni, az azt jelenti, hogy
megtanuljak végrehajtani a modellezési folyamat egyes lépéseit. Azaz elsajatitjak a kovetkezd
kompetencidkat: (Maal}, 2007)

* a valos probléma megértése, valamint a valos és matematikai modell 1étrehozasa

» matematikai kérdések megolddsa matematikai modellen beliil

* a matematikai eredmény értelmezése a valds szitudciéban

* a kapott megoldas értékelése

A dolgozatban tehat ezt a négy alapvet6 1épést vessziik figyelembe, és ezek meglétét,

illetve hidnyat fogjuk vizsgalni a tanul6k feladatmegoldasaiban.



3. Tantervi igények
Mint korabban sz6 volt réla, a modellezési feladatok motivaldéak lehetnek, mert kdzelebb
hozzadk a valdsagot és a matematikat egymashoz. Segitenek, hogy a didkok ne egy elvont

tudomanyként tekintsenek erre a tantargyra és az altala kozvetitett ismeretekre.

A feladatok altal kialakithatdé modellezési kompetencidra késébbi életiinkben is sziikség
lesz. Példaul arra, hogy mennyiségeket értelmesen tudjunk becsiilni és kerekiteni. Hasznos
lehet, ha olyan helyzetbe keriiliink, mikor egy problémat egyszeriisitve, sémakkal,
modellekkel kozelitve kell megkdzeliteniink és megoldanunk, majd az megoldas értelmezése
és értékelése a feladat. S6t, sokszor egyszerlien mar az is segitség bonyolult, Osszetett
problémak megoldasakor, ha strukturalni, egyszeriisiteni tudjuk ezeket, hogy kénnyebben

atlathatok legyenek.

Németorszagban a modellezési kompetencia mar régéota a Bildungsstandards stabil részét
képezi, kiemelt figyelmet forditanak ezen tertilet fejlesztésére. Tébb modszertani kutatd is

foglalkozik a témaval, a kompetencia megfeleld elsajatitasanak és elsajatittatdsanak modjaval.

Magyarorszagon a 2012-es Nemzeti alaptanterv szant el6szor Kitiintetett szerepet a
modellezésnek. A matematikai megismerés és problémamegoldas fontos részeként kezeli a

modellkeresést és a modellalkotast.

A kovetkez6kben részletesebben taglalom, mit ért a két nemzet tanterve modellezés alatt,
hogyan jelenitik meg a modellezési kompetenciat, és milyen részkompetencidk jelennek meg

ezzel kapcsolatban.

3.1. Bildungsstandards (,,Képzési kévetelmények™)
Németorszagban az 1990-es évekig hidnyzott az iskolai képzési modszerek

eredményességének szisztematikus vizsgalata, ellendrzése. Mindaddig a tantervkészitésben

els6sorban a megtanitandd tananyag és bizonyos modszertani kérdések jatszottak szerepet,

tehat a ,,mit és hogyan tanitsunk” kérdése, nem pedig az elérni kivant eredmények lefektetése.

Az 1997-es Nemzetkdzi Matematikai és Természettudomanyos Tanulmanyon (TIMSS) a
német tanuldk teljesitménye nem bizonyult tul jonak, ezért a kormany ugy itélte meg,
valtozasokra van sziikség az oktataspolitikaban. Ezért az az évi Kultuszminiszteri

Konferencian (KMK) elhataroztdk, hogy Németorszag hosszitavon részt vesz a nemzetkozi



tanulmanyi teljesitményméréseken.

Elotérbe keriilt ezaltal annak kérdése, hogy a didkoknak mit kell tudniuk, milyen

teljesitményt kell nyujtaniuk, tehat a bemenet helyett a kimenet valt érdekessé.

A 2000. évi PISA-felmérés eredményei ismét csalodast hoztak, igy a szakemberek
hangstlyozni kezdték a min&ségbiztositas fontossagat, igy meriilt fel az igény az orszdgosan

egységes és kotelezd képzési kovetelmények (Bildungsstandards) megfogalmazasara.

A KMK 2003-ban elfogadta az els6 Bildungstandardokat német, matematika és els6 idegen
nyelv tantargyakbol. A kovetkezd néhany évben tovabbi tantargyak és korosztalyok
kovetelményei lettek lefektetve, ezzel atlathatobba téve a tanulési és tanitasi célokat, valamint

az elért eredmények mérhetdségét.

Bildungsstandards Mathematik

A matematika tantargyat illetéen harom dimenzi6jat hataroztdk meg a képzési
kovetelményeknek, melyek a kdvetkezok:
1. az altalanos matematikai kompetenciak (Kompetenzen)
© matematikai érvelés
o matematikai problémamegoldas
o matematikai modellezés
o matematikai abrazolasok alkalmazasa
o szimbolikus, formalis, technikai eljarasok a matematikaval
o matematikai kommunikacio6
2. tartalmi vonatkozasi matematikai kompetencidk, ugynevezett ,Leitidee”-k
(vezérelvek) szerint rendezve (Leitideen)
© szam
© mérés
o tér és alakzatok
o filiggvényszerl 0sszefliggések

o adatok és véletlen



3. mas kdvetelményteriiletek (Anforderungsbereiche)
o reprodukcid
o Osszefliggések alkotasa

o 4ltalanositas és reflektalas

Az altalanos matematikai kompetenciak alkotjak a matematikai képzési kovetelmények
magjat, lényegében ezek az alapvetd matematikai kompetenciak, melyeket tartalmi elemekkel
toltink meg. De az tgynevezett Leitidee-k sem csupan a tartalmi elemek felsorolasar6l
szolnak, hanem arrél, milyen kompetencidk kot6dnek ezekhez a tartalmakhoz, megfelel6
értelmezésiikh6z és alkalmazasukhoz. A harmadik csoportba azok a kompetenciak kertiltek,
amelyek a matematikai feladatmegoldas soran sziikségesek és fejleszthetdk, de a matematikai

kompetencidkndl altalanosabbnak tekinthet6k.

Matematikai modellezés

Mint feljebb lathat6 volt, a Bildungsstandard alapvet6 matematikai kompetenciaként tekint
a matematikai modellezésre. A 2003-as kozépszintli végzettséggel rendelkezd (10.évfolyam)
tanulok szamara eldirt kovetelményrendszer a modellezési kompetencia alatt a kovetkezd
készségeket érti:
* a modellezni kivant téma vagy szituaci6 matematikai fogalmakra, struktirdkra és
relaciokra torténd atirasa, leforditasa
* munka a matematikai modellel
* az eredmények interpretacioja és vizsgalata a megfeleld szituacioban vagy témaban
Ugyanehhez a kdvetelményrendszerhez kapcsoléddan 2010-ben megjelent egy kiadvany,
mely a Bildungsstandardnak megfelel oktatast hivatott segiteni, a kompetenciak részletesebb

kortilirasaval és konkrét feladatok bemutatdsaval. Ebben a matematikai modellezés 6t f6

lépése a kovetkezd:

a valos probléma megértése

a leirt szituacio egyszertisitése és strukturalasa

1.
2.
3. az egyszertisitett valds szituacio transzformalasa a matematikdba
4. a matematikai probléma megoldasa matematikai eszkdzokkel

5.

a matematikai eredmény értelmezése és feliilvizsgalata a valos kontextus alapjan



Ezek a lépések megfelelnek a modellezési folyamatnal bemutatott lépéseknek és
részkompetencidknak, melyeket a késébbiekben a tanul6k munkéiban is vizsgalni fogunk. Az
emlitett 2010-es kiadvany is kiemeli, hogy a modellezési kompetencia szempontjabdl a
matematikan beliili megoldas folyamata kevésbé relevans, valamint az els6 modellezési 1épés
is inkabb a kommunikativ kompetencidk csoportjaba tartozik. A modellezés legfontosabb
eleme a val6sdg és a matematika kozotti transzformacid, a két ,nyelv” kozotti forditas,
melynek két iranya van, az els6 a valosabol egyszertisitéssel kapott matematikai modell

létrehozasa, a masodik pedig a kapott matematikai eredmény visszahelyezése a val6sagba.

Az egyes tartomanyok az orszagosan meghatarozott Bildungsstandards-nak alarendelve
létrehozhatjak sajat tanterviiket, melyben az alapvetd kompetenciaknak és tartalmaknak
megfelel6en évfolyamokra lebontva Osszeallitjak az elsajatitandé ismeretek és képességek

részletes listajat.

A német tantervek tehat mar az els6é reformkezdeményezésekt6l kezdve hangstilyos
szerepet szannak a modellezési kompetencia fejlesztésének. Azaz az oktatds feladatanak
tekintik, hogy a didkok elsajatitsak a valosag és a matematika Osszefiiggései felismerésének
képességét, valamint értelmezni és értékelni tudjdk a matematika segitségével talalt

megoldasokat.

3.2. Nemzeti alaptanterv (NAT)

Magyarorszagon 1995-ben fogadtak el az els6 Nemzeti alaptantervet, melyet az6ta harom
alkalommal vizsgaltak feliil és mddositottak: 2003-ban, 2007-ben, valamint 2012-ben.
Hazdnkban ez a tantervi szabdlyozas legfels6bb szintje, ennek vannak aldrendelve a

kerettantervek, a kerettantervek alatt pedig a helyi tantervek allnak.

A NAT meghatarozza az iskolai nevel6-oktat6 munka tartalmi kereteit és szabalyozasi
szintjeit, a fejlesztendd kulcskompetencidkat, valamint tartalmazza a megismerendd

miiveltségi teriiletek leirasat és a f&bb fejlesztési célokat is.

A 2012-ben elfogadott NAT 2013.szeptember 1-jén 1ép hatalyba, tehat hamarosan ennek
szellemében és eldirasai szerint kell tanitani az altalanos- és kozépiskolakban. Bar a korabbi
Nemzeti alaptantervekben is taldlkozhatunk a modellezés fogalmaval, a legtjabb valtozat
szanja a leghangsulyosabb szerepet a modellezés képességének. A dolgozat tehat a

matematikai modellezésnek a 2012-es NAT-ban elfoglalt helyét fogja targyalni.
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A NAT-ban szereplo kulcskompetenciak a kovetkezok:
* Anyanyelvi kommunikacio
*  Idegen nyelvi kommunikacio
*  Matematikai kompetencia
*  Természettudomanyos és technikai kompetencia
» Digitalis kompetencia
*  Szocidlis és allampolgari kompetencia
* Kezdeményez6 képesség és vallalkozoi kompetencia
*  Esztétikai-miivészeti tudatossag és kifejez6készség

* A hatékony, 6nall6 tanulas

A Nemzeti alaptanterv a kovetkezd leirast adja a matematikai kompetenciarol:

A matematikai kompetencia kialakitasdhoz elengedhetetlen az olyan
meghataroz6 bazisképességek fejlesztése, mint a matematikai gondolkodas, az
elvonatkoztatas és a logikus kovetkeztetés. E kompetencia 6sszetevdit alkotjak
azok a készségek is, amelyekre tamaszkodva a mindennapi problémak
megoldasa sordn a matematikai ismereteket és mddszereket alkalmazzunk. A
matematikai kompetencia kialakulasaban, hasonléan mas teriiletekhez, az
ismeretek és a készség szintli tevékenységek egyarant fontos szerepet téltenek
be.

Sziikséges képességek, készségek, ismeretek és attitlidok :

A matematikai ismeretek magukban foglaljdk a szdmok, mértékek,
strukturak, az alapmiiveletek és az alapveté matematikai fogalmak, jel6lések és
Osszefiiggések készség szinten alkalmazhaté tuddsat. A matematikai
kompetencia azt jelenti, hogy felismerjiik az alapvet6 matematikai elveket és
torvényszeriségeket a hétkdznapi helyzetekben, elGsegitve a problémak
megoldasat a mindennapokban, otthon és a munkahelyen. E kompetencia teszi
lehet6vé a torvényszeriiségek felismerését a természetben, és alkalmassa tesz az
érvek lancolatdnak kovetésére, a matematika nyelvén megfogalmazott
torvények megértésére. A matematikai miiveltséghez valo pozitiv hozzaallas
annak az igazsagnak a tiszteletén alapul, hogy a vilag rendje megismerhet6,
megeérthet6 és leirhato.

A matematikai kompetencia 0OsszetevGjeként tehat megjelenik a vilag matematikan
keresztiili leirasanak és megismerésének képessége, illetve ezen képesség felhasznaldsa a
hétkoznapi problémamegoldas sorén. Eszrevehets, hogy a német Bildungsstandard nagyjabol

ezt a jelenséget tekinti a modellezési kompetencia alapjanak.

11



A NAT a matematikai miiveltségteriiletet 3 részben taglalja:

A) Alapelvek, célok
B) Fejlesztési feladatok

C) Kozmiiveltségi tartalmak

Ezek koziil a fejlesztési feladatokrdl érdemes részletesebben beszélni, mert a modellezés itt
kapott szerepet. Ehhez nézziik el6szor ennek a résznek a szerkezetét:
1.T4jékozbdas
1.1. T4jékozodas a térben
1.2. Tajékozaodas az idében
1.3. Tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban
2. Megismerés
2.1. Tapasztalatszerzés: a tapasztalatok tudatositasa, kozlése, rogzitése, jelolése,
ezek értelmezése, visszaolvasasa
2.2. Képzelet (kovetd, alkotd)
2.3. Emlékezés
2.4. Gondolkodas
2.5. Az ismeretek rendszerezése
2.6. Az ismerethordozok hasznalata
3. Az ismeretek alkalmazasa
4. Problémakezelés és -megoldas
5. Alkotas és kreativitas: alkotas ontevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok adott
feltételeknek megfelelGen; atstrukturéalas
6. Akarati, érzelmi szabalyozas, az Onfejlesztés képessége és az egyiittéléssel kapcsolatos
értékek
6.1. Kommunikacio
6.2. Egylittmiikddés
6.3. Motivaltsag
6.4. Onismeret, dnértékelés, reflektalas, onszabalyozas

7. Matematikai tapasztalatszerzés, a matematika épiilésének elvei
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Minden fejlesztési részteriileten beliil korosztalyok szerint, tablazatba rendezve talaljuk a

fejlesztend6 részkompetenciak részletes leirasat.

A modellezéssel el6szor a megismerés alfeladat alatt talalkozunk. Itt a 7-12. évfolyamos
tanulok fejlesztend6 képességeként talaljuk a modellezést, mint a tapasztalatszerzés eszkozét.
A tanuloknak tehat el kell sajatitaniuk, hogyan ismerhetnek, érthetnek meg egy jelenséget
valamilyen modell segitségével. Szintén a tapasztalatszerzés részeként elvart minden
évfolyamon a ,szavakban megfogalmazott helyzet, torténés matematizalasa: matematikai
modellek valasztasa, keresése, készitése, értelmezése adott szitudcidkhoz”, illetve ennek
forditottja, azaz a matematikai modellhez szoveges feladat készitése, mely segit a modell
értelmezésében. A megismerés részeként fejlesztend6 a gondolkodas is, ahol szintén szerepet
jatszanak a modellek minden évfolyamon: ,,Matematikai modellek megértése [...], atkodolas
mas modellbe. Adott modellhez példa, probléma megfogalmazasa”, illetve elvart még az

»egyedi tapasztalatok, modellek; altalanos tapasztalatok, univerzalis modellek értelmezése” is.

A megismerés mellett a problémamegoldasban is helyett kapott a modellezés. 7-8.
évfolyamon elvart a ,problémdahoz illeszthetd6 matematikai modell valasztdsa, keresése,
alkotdsa”, valamint minden évfolyamon elvart a ,,megoldas a matematikai modellen beliil;
matematikai modellek [...] ismerete, alkalmazdsanak médja, korlatai (pontossag,
értelmezhet6ség); onellendrzés; felelsségvallalas az eredményért”. A problémamegoldas alatt
modellezésrdl felvazolt kép és az elvart kompetencidk szinte teljesen lefedik a modellezés
korabban megfogalmazott definiciojat. Ezen a ponton tehat taldlkozik a német és a magyar

elképzelés a modellezésrol.

A problémamegoldason tul az alkotas és kreativitas részteriilet is emliti a modellezést. Itt
els6sorban a modellalkotas célja keriil el6térbe, hiszen minden évfolyamon kdvetelmény
,modell alkotdsa helyzet megértéséhez”, ,probléma megoldasahoz”, valamint ,modell
alkotasa, értelmezése fogalmakhoz”, ezentil pedig tudni kell atkodolni kiilénb6zé modellek

kozott.

Mint lathatdé a NAT-ban a modellezés nem egyetlen f6 kompetenciaként jelenik meg,
hanem mas kompetencidk és fejlesztendd teriiletek alkotdoelemeként. Amit a modellezést6l

elvarunk az mégis ugyanaz, amit a német tantervek is célul tiiztek ki.
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4. Gyakorlati kérdések

4.1. A modellezési kompetencia vizsgalatanak médjai
Riebel tobbek kozott a modellezési kompetencia diagnosztikajanak lehetséges maodjait is

vizsgalta. (Riebel, 2010)

A kompetenciamérés nehéz feladat, nehéz kialakitani olyan értékelési rendszert, mely
objektiv. moddon, szamokkal mérhet6 eredményt produkal. Raadasul a kiilénb6z6
részkompetencidk sokszor til szorosan kapcsolédnak egymashoz, ami megneheziti, hogy
elkiilonitve vizsgaljuk 6ket. Ez kiilénosen jellemz6 a modellezési kompetencia 6sszetevdire
is, hiszen az egyes lépések végrehajtasanak modja hatassal lesz a kovetkezd 1épés

kivitelezésére is.

Az aldbbiakban roviden bemutatasra keriil harom eljards, melyeket a modellezési

kompetencia vizsgalataban mar kiprébaltak.

a) Tanari értékelés

A modellezési kompetencia tanari értékelésen keresztiil torténd vizsgalata 1ényegében azt
jelenti, hogy a tanulék az iskolai modellezési projekteken nyujtott teljesitményiikre a
tanaruktol kapnak jegyet. Ezutan ezeket a jegyeket veszik alapul, hogy megitéljék a tanulok
modellezési kompetencidjanak fejlettségét. Hall (1984, in: Riebel, 2010) azt javasolja, hogy a
tanulokat harom részteljesitményre kapjanak jegyet: a tartalomra (content), az el6adasra
(presentation) és a végrehajtasra (drive). A tartalom a modellezés technikai részleteire helyezi
a hangsulyt, az el6adas az eredmények bemutatasara és a projektbeszamolo mindségére, mig a

végrehajtas a hozzaallasra és a modellezési projekt menedzselésre.

Ez a modszer jol illeszkedik az iskolai hétk6znapokhoz, fontos informaciékhoz juthatunk a
tanulok modellezéssel kapcsolatos sszteljesitményének tekintetében, azonban nem alkalmas
példaul arra, hogy azt vizsgaljuk, mennyire fejlettek az egyes tanulok modellezéshez

sziikséges részkompetenciai.
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b) Megfigyelés

A tanari értékelés kevés teret hagy arra, hogy a tanulok gondolkodasmodjat és az altaluk
végzett modellezési folyamatot részleteiben megismerjiik. Ezzel szemben a megfigyelés soran
a kutatd jelen van, és pontosan koveti a diakok viselkedését és cselekvéseit a modellezési
feladat megoldasa soran. S6t, valamilyen formaban meg is 6rokiti ezt a folyamatot, hogy a

késobbiekben lehetGsége legyen részletes elemzés készitésére.

Megemlitend6 modszer itt példaul a videofelvétel készitése vagy protokolliras a diakok

hangos gondolkodasarol.

Greefrath (2006) az el6bbi moddszerrel végzett kutatdst modellezési feladatokkal
kapcsolatban. A tanulok onként jelentkezhettek, hogy részt vegyenek a megfigyelésben.
Parokban kellett nyitott, valsagkozeli és modellezési feladatokat megoldaniuk. A megoldasi
folyamatot a kutatok videokameraval rogzitették. A paros munka azért volt kifejezetten
alkalmas a modellezési folyamat nyomonk&vetésére, mert a tanulék igy automatikusan
megosztjak egymassal gondolataikat, kovetkeztetéseiket anélkiil, hogy erre kiilon felszolitast

kapnanak. A tanul6k munkafolyamatét 6t kategoriaba soroltak:

° tervezés

o adatok gytjtése

o adatok feldolgozasa

o ellendrzés

© maradék

A megoldasi folyamat lépéseinek id6igényét, és a részlépések végrehajtasanak a
helyességét vizsgaltak. Illetve azt is, van-e valamilyen Osszefiiggés a feladattipus és az adott

tipus esetén a lépések végrehajtasanak munkaigényessége kozott.

A videofelvételes megfigyelés tehat segitségiinkre lehet a megoldasi folyamat és a tanulok
gondolkodasmodjanak megismerésében, szamszerli adatokat azonban nem szolgaltat az egyes

tanulok kompetenciarol.

c¢) Multiple-Choice tesztek
A megfigyelésnél pontosabb képet adnak az egyes modellezési részkompetencidkrél az

ugynevezett multiple-choice tesztek, azaz az olyan feladatsorok, ahol a tanuloknak néhany
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megadott valaszlehet6ség koziil kell kivalasztaniuk azt, amelyiket helyesnek tartjak.
Nyilvanvaléan a modellezési kompetenciak elemzéséhez ugy kell kivalasztani és

megfogalmazni a feladatokat, hogy azok csak egy-egy kompetenciat kérjenek szamon.

Ezeket a ,karikazés” teszteket konnyii javitani és pontozni, igy koénnyen juthatunk

szamszeru értékekhez, és a részkompetenciak is jobban elkiiloniilnek.

4.2. A modellezési feladatok értékelése

A modellezési folyamat és a modellezési feladatok meghatarozasabol lathato, hogy egy
adott feladatnak tobbféle jo6 megoldasa is lehet. A tanulék valaszthatnak egyszeriibb és
osszetettebb modelleket, sokféleképpen szdmolhatnak és értékelhetik a megoldast. Eppen
ezért sok nehézséget okoz a feladatmegoldasok értékelése. Nehéz eldonteni példaul, hogy
értékesebb-e egy olyan feladatmegoldas, amely 6sszetett modellel dolgozik, de sok hibat vét,
mint egy egyszerl modellt hasznal6 megoldas, amelyet hibatlanul kiviteleztek. Az értékelés
emellett att6l is fligghet, hogy a tanulék milyen munkaforméban oldottdk meg a feladatot.

Csoportmunka esetén példaul nem csak a tanar értékelhet, hanem a tanulok egymast is.

Mivel a modellezési feladatok megoldasa kézben modellezési folyamatot hajtunk végre,
melynek lépései er6teljesen dsszefiiggenek egymassal, a feladatmegoldast is komplexen kell
értékelniink. Praktikus lehet, ha eldre elkészitiink egy értékelési tablazatot, melyben
megfogalmazzuk, mit varunk a tanul6ktél a modellezési feladat megoldasaban, illetve azt is,
hogy az egyes részletek hany pontot érhetnek. Ilyen tablazatokat talalhatunk példaul Maall
(2005) munkassagaban, illetve a LEMA-Projekt' anyagaban is.

A vélasztott modell értékelésekor a kiindulasi szituaci6 figyelembevételével tobb
szempontot is értékelhetiink. Példaul hogy megfelelGek-e, értelmesek-e a tanul6 feltételezései,

vagy hogy milyen mérték{i egyszeriisitést hasznal a modellben. (Maal$, 2005)

Ertékelési szempontjainkat természetesen elézetesen a tanulkkal is meg kell osztanunk,
hogy szamukra is vilagossa valjanak a kovetelmények, ne legyenek ilyen jellegli
bizonytalansdgaik a feladatmegoldds soran. A modellezési feladatok értékelése igy is
szubjektivebb marad, mint a hagyomanyos matematikafeladatoké, azonban értékelési

szempontok, és a pontozasi skalak el6zetes rogzitése elGsegiti a tanuloi egységesitést.

1  http://www.lema-project.org/web.lemaproject/web/dvd_2009/german/assessment.html
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4.3. A modellezés szerepe az oktatasban

Mint az a dolgozatban eddig kideriilt, modellezési feladatokkal foglalkozni matematika
oran tobb szempontbodl is igen hasznos. Példaul csokkenti a sokakban kialakult nézetet,
miszerint a matematika rendkiviil elvont tudomany, és a valésaghoz semmi koze. A feladatok
megoldasa sokszor kreativitas igényel, a tanulék szabadon engedhetik fantaziajukat, de ezzel
egyiitt egy bizonyos fokt pontossagra tigyelni kell. Ez a fajta szabadsag motivaciét is jelent a
didkok szamara, mik6zben megtanuljak, melyik helyzetben mennyire pontos adatokra van

sziikség.

A modellezés altal kialakulé készségek és képességek a mindennapi életben is hasznunkra
valhatnak. Sok olyan szituaciéval talalkozunk az életben, ahol rendszerezni vagy szervezni
kell valamit. Ehhez a dolgok atlatasra, strukturalasara van sziikség. Ezt a képességet

kozvetitik a modellezési feladatok is.

A NAT a matematikai fejlesztési feladatok kozott a megismerés és a problémamegoldas
cimsz6 alatt emeli ki legtébbszor a modellezést, mint sziikséges kompetenciat. Ez nem
véletlen, a koriilottiink 1év6é vilagot jobban megértjiik, konnyebben megismerjiik, ha
egyszer(sitett formaban tarul elénk, azaz modellek képében. Ugyanigy a problémadkat is
konnyebben megoldjuk, ha el6bb egyszerisitjiik, pl. atfogalmazzuk vagy részproblémakra

bontjuk.

Természetesen a modellezési feladatok nem helyettesitik a tdbbi, matematika oOran
megszokott feladattipust. Minden feladattipusnak megvan a maga helye és szerepe az
oktatadsban, legyenek azok gyakorl6 feladatok, szoveges feladatok vagy beoltoztetett
feladatok. Igy a modellezési feladatokat id6rél idére érdemes bevinni az 6rékra, hogy

kiegészitsiik veliik a tanitast, a tobbi feladat altal kozvetitett tudast és kompetenciakat.

A modellezési feladatokkal érdemes fokozatosan megismertetni a tanuldkat. El6szor
vihetlink ordra rovid, egyszeri feladatokat, akar olyanokat is, melyek csak egy-egy
modellezési részkompetenciat erdsitenek, mig eljutunk a tanulokkal Osszetett, soklépéses
feladatok megoldasaig. (vo. Maal}, 2005) Ezeket az 0sszetettebb feladatokat mindenképpen
érdemes csoportmunkaban, esetleg projektek keretében megoldani a tanulokkal. Projektek
keretében mar olyan feladatok is adhatok, melyek sok kutatomunkat igényelnek, sok

szempontbol nyitottak.
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Természetesen az 0sszetett modellezési feladatok feldolgozasa id6igényes munka. Azonban
ez mindenképpen megtériil, hiszen mind a tanulok készségei, ismeretei, mind a
matematikahoz val6 hozzaallasuk sokad fejlédik. Eppen a NAT-b6l mér idézett matematikai
kompetencia kialakulasat segithetjiik el6 ilyen feladatok alkalmazasaval, hiszen kivaldéan

reprezentaljak a valos élet matematikai leirhatdsagat és megérthetségét.

Sokszor hallhatunk tanarokat panaszkodni arrdl, hogy alacsony az éraszam, ezért nincs
idejiik 1ij dolgokat beépiteni a tanmenetiikbe. Ugy gondolom, a modellezési feladatoknak
azonban jelen kell lenniiik a matematikaérak mindennapjaiban, hiszen az éltaluk fejleszthetd
kompetencidk fejlesztését maga a NAT is elGirja. Illetve att6l sem kell tartani, hogy elveszi az
id6t bizonyos anyagrészek megtanitasatol, mert akar anyagrészek kiegészitése vagy
lezarasaként is alkalmazhaté, hiszen tényleges matematikai tudas is sziikséges ezen feladatok
megoldasdhoz. Erdemes lehet akar a témakorok végén egy-egy 6rat modellezési feladatokkal
eltolteni, hogy az adott tananyag alkalmazhatosaga el6térbe keriiljon, a tartalmi tudnivalok

pedig elmélyiiljenek.
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5. A vizsgalat menete és tanulsagai
5.1. A feladatokrol

5.1.1. A feladatvalasztas szempontjai

A kiprobaland6 feladatok kitaldlasakor arra térekedtem, hogy mindharom korosztalyban
azonos téma koré épiiljenek, de az adott évfolyamoknak megfelel6 matematikai ismeretekre
legyen sziikség a megoldasukhoz. Minden korcsoportban szerettem volna kiilonb6z6
modellezési feladattipusokat kiprébalni, hogy kideritsem, megfigyelhet6-e valamilyen
kiilonbség abban, mennyire konnyen vagy nehezen taldlnak a célnak megfelel6 modellt az

egyes tipusoknal.

Szinte lehetetlen olyan témat talalni, amely a 13-18 éves tanulok mindegyike szamara
adekvat és kell6képpen érdekes, mégis igyekeztem elérni ezt a lehetetlen célt, és legalabb
aktualitdsban és érthetéségében megfeleld témakort talalni. igy esett a valasztasom a 2012-es
Londoni Olimpiai Jatékokra. Ez a témakor kell6en szerteagazd, sok résztémakor, sok
informacié és adat talalhat6 benne, melyekre modellezési feladatokat lehet épiteni. A
reklamok, szabadtéri €16 kozvetitések és sikerek hatdsara még a kevésbé sportrajongékhoz is

valamennyire kozel kertiilt a nyaron ez a téma.

Két modellezési feladattipust valasztottam ki, méghozza a leirét és az eldrejelz6t. Egyrészt
azért, mert a tanulék Aaltal megszokott, ,bedltdztetett” szoveges feladatok altal elvart
gondolkodasméd ezekhez all a legkdzelebb, igy esélyesebbnek latom, hogy a tanulok
megfelel6 megoldasokat produkalnak, vagy legalabb megprobaljak megoldani a feladatot, igy
elegend6 adatot tudok gylijteni az elemzéshez. Masrészt a masik két tipus — normativ és
magyarazd — sokszor erdsen kot6dik valamelyik masik természettudomanyhoz is, ami
gyakran megijeszti a tanulokat, és azok igy elkedvetlenednek. Valamint nem szerettem volna,

ha az esetleg mas tantargybeli hidnyossag miatt nem kapok semmilyen megoldast a feladatra.

A feladatlapokon szerepl6 els6 feladat tartozik az tn. leiré kategéridba. Itt a matematikai
modellt valamilyen jelenség vagy targy leirasara hasznaljuk, amely igy segit nekiink az adott
probléma megoldasaban. (v6. Greefrath, 2007) Mindharom korosztalyban a Londoni Olimpiai
Stadion koré csoportosulnak a feladatok, de az Osszetettségiik és a felhasznalando

matematikai ismeretek tekintetében egyre nehezednek a korcsoportnak megfelelGen.

19



A 7-8. osztalyosok szamara feladott 1. feladatban 1ényegében a futopalyat kell modellezni.
Viszonylag egyszerti modellt talalni, amelyben csak altaluk ismert sikidomok (kor, téglalap)
szerepelnek, és ezzel kdzelebb jutni a megoldashoz. A megoldas soran megjelenhet a szamtani
sorozat, de nem kell feltétleniil felhasznalniuk az ehhez tanult képleteket, elég ha ,jozan
ésszel”, implicit modon alkalmazzadk azt. Sziikség van még néhany becslésre is, melyet a

szovegben talalhaté informaciok és a mellékelt abrak nagyban segitenek.

A 9-10. osztalyosok leir6 feladatdban is ugyanarr6l a stadionrdl van sz6, de a
modellalkotas mar kicsit nehezebb. Valéjaban a stadion elsé soranak alakja egy ellipszisre
emlékeztet leginkabb, és ennek Kkeriiletére lenne sziikség a probléma megoldashoz. Ezt
azonban még sem célszerli modellként valasztani, mert a tanulok nem ismerik a kertiletének
kiszamitasi médjat. fgy egy kicsit tébb absztrakciéra van sziikség, mint példaul a felvazolt
lehetséges megoldasban, ahol a futépalya alakjaval kozelitjiik az ellipszis keriiletét. Persze
akar cérnaval vagy kis korzonyilassal is mérhet6 az abrakon szereplé keriiletek hossza,
melyeknek aranyat igy meg tudjuk allapitani, és ha felhasznaljuk azokat a hosszakat, amiket a
valosagban is ismeriink, akkor a hasonl6sagot kihasznalva eljuthatunk a stadion ,belsd
keriiletének” valos hosszaig. A feladatban tehat valamelyest nehezebb a modellalkotas, de

tovabbra is elegend6k egyszer( sikgeometriai ismeretek a matematikai megoldashoz.

A 11-12. osztilyos tanulék 1. feladata még egy fokkal osszetettebb modellezést, és
valamivel t6bb matematikai ismeretet feltételez. A feltiintetett lehetséges megoldasban példaul
az egyik egyszer(sitési lépés, hogy a térbeli problémat sikbelivé alakitjuk. Egy masik fontos
egyszeriisitési 1épés, hogy a stadion ellipszisszeri alakjat korokkel modellezziik, hogy a
szamolast megkonnyitsiik. A feladat szoveges része csak kevés informaciét ad meg, sok
kiegészitd informdaciét kell még megbecsiilni, illetve kiszdmolni a mellékelt abrak
segitségével. A megadott példamegoldasban hasznalt modell mellett mar csak egyszer(i
matematikai szamitasokra van sziikség, viszont ehhez arra a nagyon fontos egyszeriisito
,modellezési gondolatra” is sziikség volt, hogy a széksorok szamat tekintsiik aranyosnak a
korgylirik vastagsagaval. Mas modellek esetén pedig esetleg magasabb szintli matematikai
ismeretek is sziikségesek lehetnek, ezért nem javasolnam ezt a feladatot alacsonyabb

korosztalyok szamara.
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A feladatlapok masodik feladata minden korosztalynal teljesen azonos, ez egy un.
elérejelz6 feladat. A tanulék kapnak egy grafikont, mely az elmdlt évek olimpiai
résztvevoinek szamat mutatja. Ennek segitségével kell valamilyen joslast tenniiik a kvetkezd
(4 évvel késobbi) és egy 100 évvel késobbi olimpidra. A feladatot minden korosztaly szamara
feladhatonak talaltam, mert sokféle megkozelités és szempont létezhet, ezek alapjan pedig
sokféle modell kitalalhat6 hozzd megfeleld indoklds mellett. Eppen arra vagyok kivéancsi,
megfigyelhet6-e valamilyen kiilonbség a korosztalyok kozott a probléma értelmezésében és a
kitalalt modell 6sszetettségében. Erre talalhatunk példakat a leirt lehetséges megoldasban is. A
kiilonb6z6 modellek nagyon kiilénb6z6 becsléseket hoznak, igy itt érdemes kiilén hangstlyt
fektetni az eredmény értékelésének és valds kontextusba helyezésének 1épésére. A feladat
lehet6séget kindl arra, hogy megfigyeljiik, a tanul6k csak mechanikusan megirjak a kapott
eredményt szoveges valasz formajaban is, vagy el is gondolkodnak-e azon, hogy mennyire

felel meg ez a valasz a realitasnak.

A feladatlapok megoldéséra a didkoknak egy tandra, azaz 45 perc éllt rendelkezésiikre. A
feladatok kitalalasakor is ennyi id6vel szamoltam, de ha személyesen tudtam volna megiratni
a tesztet a tanuldkkal, és igényelték volna, biztositottam volna még id6t a szamukra, mert nem

a gyorsasagra szerettem volna helyezni a hangsulyt.
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5.1.2. A feladatok

5.1.2.1. Elsé6 feladat: London Olympic Stadium
7-8.0sztaly

5.1. dbra (forrds:en.wikipedia.org)

A képeken a 2012. évi Londoni Olimpiai Stadion
\ lathat6. Az épiilet 80 000 ember befogadasara

képes. Itt rendezték a legtobb atlétikai versenyt, igy
a palya alkalmas 400 méteres futéversenyek és 100

méteres sprintfutasok szervezésére is.

A 400 méteres szamban a versenyzoknek egy
kort kell megtenniiik a palyan. Nyilvanvalo
.« azonban, hogy a kiilénb6z6 savok nem ugyanolyan
hossziak. Mennyivel hosszabb a legszéls6 sav,

mint a legbelso? Hogyan festenéd fel a rajtvonalat,

5.2. dbra (forrds: sportales.com)
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9-10. osztaly

23

o)./ \
5.4. dbra (forrds:londontown.com)

A képeken a 2012. évi Londoni Olimpiai

Stadion lathat6. Az épiilet

80 000 ember befogadasara képes. Itt

" rendezték a legtobb atlétikai versenyt, igy a

palya alkalmas 400 méteres futéversenyek
és 100 méteres sprintfutdsok szervezésére
is. Izgalmas lehetett ezeket a versenyeket a
lehetd legkozelebbrél megtekinteni. Vajon
hany néz6 fért el az alsé szint legels6é

soraban? frd le, hogyan gondolkodtal!



11-12.0sztaly

A képeken a Londoni

Olimpiai Stadion, illetve

szerkezeti makettje lathato.

| A Stadiont ugy épitették

5.8. dbra (forras: en.wikipedia.org)
meg, hogy als6 szintje -

mely 25 ezer ember befogadasara képes - késobb is hasznalhat6é maradjon, mig fels6 két
szintje konnylszerkezetes, Ujrahasznosithat6 elemekbdl épiilt, hogy az Olimpia utan
elbonthato legyen. A képek segitségével hatarozd meg, koriilbeliil hany latogat6 befogadasara
lehetett képes a Stadion az Olimpia ideje alatt!ird le, hogyan gondolkodtal!
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5.1.2.2. Masodik feladat: Az olimpiai résztvevék szama

7-12.0sztaly

London 2012

A nyari olimpiakon részt vevé sportolok szama (1896-2012)

fad (2] Al AlEE

Az egyes olimpidkon részt vevd sportoldk szama

12000

T AF AV N SV OV AV SV SV SF JF SV ¥ SF SV JF AUV SF JF SF oF oF SF 3F ¥ SF 4

Fors: Nemzestur Ofmosai Boorsdg  MTVA Salte- és Fotdarchivum /M) | @ | B | wwmin
5.9. dbra

A grafikon alapjan becsiild meg, hany résztvevdje lehet a kbvetkezd, illetve egy 100 évvel

késébbi olimpianak! Ird le, hogyan gondolkodtal!

2 1912-ben a Fold lakossaga kb. 1,6 milliard {6 volt.
2012-ben a Fold lakossaga kb. 7 milliard f6.
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5.1.3. Lehetséges megoldasok

5.1.3.1. Elsé6 feladatkor

7-8.0sztaly
1. megkozelités

A feladat megoldasdhoz a futépalya méreteinek kiszamitasara lesz
sziikség. A legbels6é palya hosszat ismerjiik, a képek segitségével @
becstilhetjiik a savok szélességét és a hozzajuk tartozo hosszt, ami

elvezet a kiils6 sav hosszahoz, igy meg tudjuk mondani, mennyivel

hosszabb ez, mint a legbels6. Ezutan adhatunk o6tleteket a rajtvonal 10p m
felfestéséhez.
A futépalya alakjat modellezhetjiik egy téglalap segitségével,
melynek két révidebbik oldaldra félkoroket illesztiink. Felhasznéljuk
azt az informdciot, hogy a palya hossza 400 méter, tehat a két félkoriv 5.10. dbra

és a téglalap hosszabbik oldalai altal alkotott sikidom keriilete 400 méter. JO kozelitésnek
tlinik, ha ezen sikidom egyenes szakaszait 100 méternek tekintjiik, hiszen a palya egyenes
szakaszain futjdk a 100 méteres sprinteket. Az abran ugyan lathat6, hogy ezek a sdvok meg
vannak hosszabbitva, de erre azért lehet sziikség, hogy a sprint utan a versenyzok még

lendiiletben vannak, és helyre van sziikség a lelassulashoz.

Ezt a modellt hasznadlva a két félkoriv

egyiittes hossza 200 méter. Ebb6l a korok

sugarara a kovetkezoképpen
kovetkeztethetiink:
K=2rn=200m
r~31,8m
Tehat a téglalap rovidebb oldala korilbeldl " r
5.11. abra

63,6 méter.

Megj.: Ennek a szamitdsnak a helyessége ellendrizheté a feliilnézeti kép segitségével, ahol
a téglalap hosszabbik és révidebbik oldaldnak ardnya kértilbeliil 3:2. Ennek a fenti modell

alapjdn kapott eredmény hozzdvetdleg megfelel.
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A legszéls6 sav alakjat ismét egy téglalap és két koriv dsszeillesztéseként képzeljiik el. A
palya egyenes szakaszait tovabbra is 100 méternek tekintjiik, de a korivek hossza, azaz a
korok sugara nagyobb lesz, mint az el6z6 esetben. Hogy megtudjuk, mennyivel nagyobb a
kiils6 savhoz tartozé korsugar a bels6hoz tartozonal, meg kell becsiilni a savok szélességét.
Ehhez a feladatlap képeit hasznaljuk kiindul6pontként, és az ott mért hossztisagok aranyaibol

kovetkeztetiink a valos hosszusagokra.

A képen A val6sagban
A téglalap szélessége 36 mm 63,6 m
A 9 sav egyiittes szélessége (egy oldalon) 6 mm X

Tehat:

§:63,6m
6 X
x~10,6m

Ebbdl egy sav szélessége %N 1,2m -nek tekinthetd.

Megjegyzés: Az is elfogadhato, ha személyes élettapasztalatukra hagyatkozva a tanuldk a
sav szélességét valamilyen 1-1,5 méter koriili értékkel becslik, anélkiil hogy szamitasokat

végeznének.

A savszélesség ismertében meghatarozhatjuk a kiils6 savhoz tartozé korsugarat.

R=r+8-1,2=31,8+9,6=41,4m
K=2Rn~260m

Megjegyzés: A sdavokhoz tartozd kdrsugarak egy szdmtani sorozat elemeinek felelnek meg,
ahol az elsé elem a legkisebb kérsugdr, azaz a,=31,8 ; a differencia a sdvszélesség, azaz
d=1,2; a kilencedik tag pedig a kiils6é sdvhoz tartozé sugdr, azaz
a,=a,+8d=31,8+8-1,2=41,4 .

Mivel az egyenes szakaszok hossza a két modellben nem valtozott, ezért a két kor
kertiletének kiilonbsége adja a palyak hosszanak kiilonbségét:

260—200=60

A kiils6 sav tehat kb. 60 m-rel hosszabb, mint a belsd. A rajtvonalakat példaul felfesthetjiik
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ugy, hogy ezt a kiilénbséget 8 egyenld részre osztjuk, és az egyenes szakaszon tigy hizzuk a

rajtvonalakat, hogy mindenki ennyivel el6rébb indul, mint az eggyel beljebb fut6 versenyzé.

Megjegyzés: Nem csak a sdvokhoz tartozo kérsugarak, hanem veliik egyiitt a kertiletek

(azaz a sdvok hossza) is szamtani sorozatot alkot, igy ez a megkdzelités teljesen helytdllo.

2. megkézelités

A maésodik megkozelitésben a futésavok hosszdnak szamolasdhoz palyét egyszeriien kor
alakunak tekintjiik.

Ekkor a bels6 kor keriilete vehetd 400 méternek, a tobbi palyat pedig koncentrikus kérnek
tekintjiik. A savok szélességét a fentihez hasonlé médon becsiiljiik.

Ebben a modellben a bels6 kor sugara a kovetkez6képp szamolhato:

K=2r-m=400

r= 4L.ONGSJm
2T

Tekintsiik a savok szélességét ismét 1,3 méternek. Ekkora a kiils6 futopalya hossza:

R=63,7+8-1,2~73,3
K=2Rn~460m

A belso és kiils6 sav hosszanak kiilonbsége tehat kortilbeliil 60 méter.

A rajtvonalak felfestésekor érdemes ismét figyelembe venni, hogy a palyanak a valésagban
van egyenes szakasza.

60:8~7,5

Ezen a részen érdemes egymdas mogé felfesteni a rajtvonalakat 7,5 méterenként gy, hogy a
legkiils6 palyan indulé fut6 legyen a legel6rébb.

Megjegyzés: Lathato, hogy a két modellel egymdshoz nagyon kozeli értékeket kaptunk, és

mindkettd tekinthetd a valosdg jo kozelitésének.

9-10.0sztaly
1. megkozelités

A feladatban arra vagyunk kivancsiak, hany néz6 férhetett a stadion els6 sordban. Ehhez az
els6 sor hosszara lesz sziikségiink, illetve arra, hany szék férhetett el ezen a hosszisagon.
Tehat a stadion ,belsd keriiletét” kellene megkozelitdleg megadni, majd megbecsiilve,

mekkora helyigénye van egy iil6helynek, kiszamolni hany darab fér bel6le ebbe a sorba.
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A stadion ,,bels6 keriiletének” alakja ellipszisre emlékeztet, azonban az ellipszis keriiletére
vonatkoz6 ismeretekkel nem rendelkeznek a 9-10. osztalyos tanulok, igy valamilyen mas
egyszeriibb modellre lesz sziikség. A futépalya alakjahoz konnyebb megfelel6 modellt taldlni,
hiszen az két szakasszal és két korivvel jol kozelithetd, ezért ezzel fogjuk kozeliteni az els6
sor alakjat is.

Tudjuk, hogy a legbels6 sav hossza 400 méter, illetve hogy 0sszesen 8 sav van felfestve. A
stadion belsejérdl késziilt fénykép pedig arra enged kovetkeztetni, hogy koriilbeliil még 7-8
ilyen sav elférne.

Hasznalhat6 ugyanaz a modell, amely a 7-8. osztalyos feladat megoldasaban is, melyben a
palyat egy téglalap és két félkor egyiittesének tekintjiik. Az egyenes szakaszokat tehat 100
méternek vehet6k, igy a korivek sugarara hozzavet6leg 31,8 métert kapunk.

A képen lemérhet6 a téglalap rovidebb oldalanak hossza és a futésavok egyiittes szélessége,
majd hasonlésag segitségével megkapjuk, hogy a kilenc futésav egyiittes szélessége a
valosagban koriilbeliil 10,6 méter, egy sav tehat hozzavetoleg 1,2 méter.

A modellben azt feltételezziik, hogy még 8 ilyen sav elférne a stadionban. Ezzel a
»Kibovitett futopalyaval” kozelitjiik a stadion els6 soranak alakjat. Ez egy téglalap és két koriv
egyesitéseként eldallitott sikidom, melynek egyenes szakaszai 100 méteresek, a korivek
sugara pedig a kdvetkez6képp szamolhato:

R=31,8+17-1,2=522m
K,;=104,41~328m
K_ . ~528m

stadion
Ha egy iil6helyet kb. 80 cm szélesnek tekintiink, akkor az alabbi m6édon szamolhat6 az els6

sor féréhelyeinek szama: 52800:80~ 660 .

Azaz e szerint a modell szerint 660-an e

nézhették els6 sorbél az olimpiai

versenyszamokat a stadionban.
Megjegyzés: Ha jobban megfigyeljiik a

képeket, hogy az els6 sor nem teljesen

Osszefiiggo, hiszen vannak ,,rések”, azaz

ajtok, ahol a sportolék és egyéb

illetékesek a pdlydra vonulhatnak. A rések

hosszdanak levondsdval akdr még tovdbb —

pontosithaté a szamolds. 5.12. dbra
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2. megkozelités
A masodik megkozelitésben a feliilnézeti képen lathaté zold téglalap alakd palya

méreteibdl indulunk ki, majd a stadion alakjat kérrel modellezziik.

A téglalap hosszabbik éle koriilbeliil 100 méternek vehetd, mert ez megfelel a futépalya
100 méteres sprintfutdsokra szolgalé szakasza hosszdnak. A téglalap hosszabb és rovidebb

oldaldnak hossza a kép alapjan koriilbeliil 3:2 ardnyban aranylik egymdshoz. Igy tehat a

100-=~67
rovidebb oldal 3 meéter.

A kovetkez6 1épésben az ellipszis kis- és nagytengelyének hosszat becsiiljiik, majd ezeknek

a szamtani kozepét tekintjiikk a modellként hasznalt kor atmérdjének:

rovidebboldal _ 1

= kistengely hossza~134
kistengely 2 Istengely hossza m

hosszabboldal _ 24 nagytengely hossza~187,5m

nagytengely ~ 45

d= 134 +2187,5 ~160,75m r= 160,75 m
A kor kertilete ekkor:

K=160,75m1~505m
A székek szélességét 80 cm-nek tekintjiik.
50500:80~631

Tehat 631 fér6hely lehetett az els6 sorban.

3. megkozelités

A harmadik megkdzelitésben nem ismert alakzatokkal probaljuk kozeliteni a stadion
alakjat, hanem az ismert hossztsagokra és kertiletekre helyezziik a hangsulyt. Tudjuk példaul,
hogy a fut6palya hossza 400 méter. Kis korzényilas vagy cérna segitségével is megmeérhetjiik
kozelit6leg, hogy ez a kerillet a fényképen mekkoranak latszik. Illetve ugyanezzel a
modszerrel kozelit6leg megmérhetjiik a stadion ,,belsd keriiletét” is a képen. Kihasznaljuk a

valosaggal vett hasonlésagot, és a megfelel6 hasonlésagi aranyokkal szamolva eljutunk a
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stadion valds bels6 keriiletének becsléséhez. Végiil mar csak annak meghatarozasara van

sziikség, hany szék fér el ezen a kertileten.

Valdsagban Képen korzével mérve
Palya kertilete 400 m 8 cm
Stadion ,,belso keriilete” X 11,5 cm

Ebbdl:

X= % ‘400=575m

Az eddigiekhez hasonldan itt is 80 cm-esnek tekintve egy iil6helyet:

57500:80~719

Ebben a megkozelitésben tehat azt az eredményt kapjuk, hogy tobb, mint 700 fér6helyes

volt az elso sor.

Megjegyzés: A hdrom megkédzelitésbbl szdrmazé eredményeket Osszevetve azt mondhatjuk

600-700 ember lilhetett az elsé sorban. Ez redlisnak tiinik figyelembe véve, hogy a stadion

teljes kapacitdsa 80 ezer f6, és a képek alapjdn ez nagyon sok (kb. 70-80) sorban oszlik el,

ahol a felfelé haladva a sorokban egyre t6bb ember fér el.

11-12.0sztaly

A feladat szovegébdl ismerjiik a stadion
also szintjének befogaddképességét, a képek
és a makett segitségével kellene olyan
osszefliggéseket talalni, amelyek segithetnek a
fels6 két szint féréhelyei  szamanak

megbecslésében.

Mint mar emlitettiik, a stadion alakja
ellipszisre emlékeztet, de az ellipszis

alakzatrél kevés ismerettel rendelkeznek a

5.13. dbra

kozépiskolas tanuldk, ezért egyszerlibb modell valasztasara van sziikség. Egy egyszertisitett

modellben a stadion alakjat kezelhetjiik korként, és a nézotér szintjeit pedig korgytirikként. A
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beféré nézok szamat tekinthetjiik aranyosnak a korgylriik teriiletének aranyaval. Ennek az
aranynak a kiszamitasahoz azonban sziikség van a korgylir(ik vastagsagara. Az egyes
korgylirik vastagsadgainak aranyat kozelithetjiik a stadion megfelel6 szintjein talalhat6

széksorok szamaval.

A stadion alakjanak korrel valo kozelitéséhez hasznaljuk a stadion hosszat és szélességét.
Ehhez el6szor mérjiik le a térképen az ellipszis kis- és nagytengelyét, majd a hasonldsagra

vonatkozo ismereteinket hasznalva allapitsuk meg a val6s hosszt.

A képen A valdsagban
Aranyjelzo szakasz 12 mm 50 m
Hosszabb tengely 48 mm 200 m
Rovidebb tengely 36 mm 150 m

Ennek felhasznalasaval a kor atmérgjét vegyiik d=175m -nek, sugarat pedig r=87,5m

-nek.

A kovetkezd lépésben foglalkozhatunk a korgytirlikkel. A harom korgyliri egyiittes
vastagsaganak becslésében ismét a térkép segit. A képen ez 18 mm-nek mérhetd, a valésagban
tehat koriilbeliil 75 méter. Sziikségiink lesz még a korgylirik kiilon-kiilon mérhetd
vastagsagara €s a teriiletiikre. Utobbihoz az alabbi teriiletképlet hasznalhato:

T=|R*~r?|n

Tehat a gytir(ik teriiletének kiszamolasahoz 6sszesen négy sugarra lesz sziikségiink. Ha a
gylirlik vastagsagat a sorok szamaval aranyosnak tekintjiik, akkor a sugarak hosszat is meg
tudjuk hatarozni. A maketten megszamolhatd, hogy az als6 szinten 24, a k6zépson 12 és a
legfelsén pedig 26 széksor talalhat6. A vastagsagok aranya tehat 24:12:26, melybdl kerekités
utan a kovetkez6 értékeket kapjuk: 29 m, 14,5 m, 31,5m. Ebb&l szamolhaté a sziikséges négy
sugar:

r,=87,5 r,=116,5 r,=131 r,=162,5

Ezek felhasznalasaval a harom korgylird tertilete:

T,=5916 7
T,=3588,757
T,=924525n

Végiil felhasznaljuk az informacionkat az also szint fér6helyeinek szamarol, és aranyos

kovetkeztetéssel meghatarozzuk a masik két szint befogadoképességét:
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25000 _  «x
5916  3588,75
x~15165

A masodik szinten tehat 15165 féréhellyel szamolhatunk.

15165 _
3588,75 924525
y~39068

Az értékeket ezresre kerekitve tehat azt mondhatjuk, a stadionba még koriilbeliil 54 ezer
ember fért be az olimpia ideje alatt.

Az érték a valosagnak jo kozelitése lehet, mert szabad szemi becslés alapjan is legalabb az
also szint duplajat varhattuk eredménytil.

Megjegyzés: Az interneten utdnajdrva kiderithet6, mennyire pontosan szdmoltunk. A
stadionrdl szolé cikkek szerint a felsé két szint koriilbeliil 55 ezer befogaddsdra volt képes,

tehat modelliink igen jo kozelitést adott.

5.1.3.2. Masodik feladat

A 2. feladat megoldasahoz fel kell térképezni milyen Osszefiiggések lehetnek az évek
mulasa, az olimpiai résztvevék szama, valamint esetlegesen a népességszam kozott. Lathato,
hogy 0osszességében az olimpiai résztvevok szama novekvd tendenciat mutat, de tdbb
visszaesés is megfigyelhet6. (Ezek feltehet6leg politikai és gazdasadgi okokra
visszavezethet6k.) A novekedésre vonatkozdan sokféle feltételezésiink lehet, kozelithetjiik
linearisan vagy exponencialisan, de figyelembe vehetjiik, hogy az elmult néhany olimpian
mar nem volt jelentds kiilonbség a résztvevok szama kozott. Valamint érdemesnek tlinik a

résztvevok népességszamhoz viszonyitott aranyat is figyelembe venniink a megoldaskor.

Linedris kozelitések

Résztvevok szama 1896-ban 241 241
Résztvevok szama 2012-ben 10500 10500

(26 olimpiaval késdbb)

Atlagos novekedés 1050;: 241 ~395 10508; 241 ~354

2016-ra varhato

10500+395=10865

10500+354=10854

2112-re varhat6
(25 olimpiaval késdbb)

10500+25-395=20375
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Megjegyzés: A mdsodik oszlopban az dtlagos noévekedés kiszamitdsdandl figyelembe

vesszlik, hogy a vilaghabortuk alatt dsszesen 3 olimpia elmaradt.

Résztvevok szama 1912-ben 2407

Résztvevok szama 2012-ben 10500

(100 évvel késébb)

Evi atlagos novekedés 10500—2407 _ o,
100

4 évenkeénti atlag 4-81=324

2016-ra varhato

10500+324=10824

2112-re varhat6

Exponencialis kozelités

10500+81-100=18600

Résztvevok szama 1912-ben 2407

Résztvevok szama 2012-ben 10500

(100 évvel késébb)

Evi atlagos novekedés 10010500 g~1,015
2407

4 évenkénti atlag q*~1,061

2016-ra varhato
2112-re varhat6

10500-1,061~11140

10500-g'°~ 45804

Mas megkdzelités
Induljunk ki abbdl, a teljes népesség hanyad része (vagy hany szazaléka) vett részt az
olimpian 1912-ben és 2012-ben. Tegyiink becslést a népességnovekedésre, és ennek

aranyaban fejezziik ki a résztvevok lehetséges szamat.

Népesség

Olimpiai résztvevok arany
1912 1,6 milliard 2407 2407 1,5-10°6
1,6:10°
2012 7 milliard 10500 10500 1,5-10°6
7-10°

A két évben a résztvevok népességhez viszonyitott aranya meglepéen kozel volt
egymashoz. A kovetkezd 1épésben exponencialis becslést adunk a népességndvekedésre az
évek filiggvényében. Azonban itt sem szabad elfelejteni, hogy a novekedés tempodjanak

lassulnia kell, hiszen ha tilszaporodik az emberiség, egyszerien nem lesz képes fenntartani
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magat.

a,=1,6-10°

_ 100 _ 9
100-9,,9 =7-10

q'"=4,375 » g~1,015

a

Tehat 4, illetve 100 év mulva a varhato népességszam a kdvetkezdképpen alakul:

a,0,=1,6-10°1,015'"~7,5-10°

20+31,4-10°=3,14-10"

,0,=1,6-10°-1,015

Az olimpiai résztvevék szama ebbdl kovetkezéképpen szamolhato:

7,5:1071,5:10"°=11250

3,14:10"1,5:10°=47100

Ezzel a kozelitéssel a 2016-ban varhat6 résztvevészam 11250 f6, a 2112-ben pedig 47100
fo.

Megjegyzés: A tanuldk hallhattak mdr rdéla, hogy a népességszam névekedése
exponencidlis fliggvényhez kozelit, erre alapozhatjdk ezt a kozelitést. Ha linedris kozelitést
haszndlnak, akkor pedig a fenti linedris kozelitésekhez hasonléan 18-20 ezer f6 kézotti
eredményhez jutnak, hiszen az olimpiai résztvevék és a népesség szamdnak megkdzelitbleg

dllandé ardnydbdl indultunk ki.

A kovetkez6 olimpidra vonatkozéan a 10-11 ezer f6 kozotti becslések redlisnak
mondhatok. A 100 évvel késébbire vonatkozoan nehéz dontést hozni: az olimpiai sportagak
szama, valamint az egyes sportagban nevezhet6 versenyzék szama az évek soran nagyjabdl
kialakult és allandosult, valamint erre vonatkozoan a Nemzetkézi Olimpiai Bizottsag
szabalyokat is alkot. Azonban ezeknek a szabalyoknak minden bizonnyal igazodnia kell a
Fold lakossagahoz is. A tudosok véleménye szerint a népességnovekedésnek lassulnia kell,
tehat 100 év muilva nem érheti el a Fold lakossaganak szama a 31 milliardot, tehat ha az
olimpiai indulok szama tartja is az aranyt a népességszammal, akkor sem éri el a 45 vagy 47

ezres becslést.
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5.2. A tanuldk
A feladatlapokat egy kecskeméti nyolcosztalyos gimnazium tanul6i oldottdk meg 2012
0szén. Személyesen nem tudtam jelen lenni a dolgozatok megiratasakor, az iskola tanarai

vitték be azokat egy-egy orajukra, akik irasbeli tajékoztatast kaptak teend6ikrol.

Az eredeti elképzelés az volt, hogy a 7-12. évfolyamokrol egy-egy osztaly fogja kitolteni
feladatokat, azonban ennél valamivel kevesebb tanuld tudott csak részt venni a kisérletben.
Egyrészt, mert a 12. osztalyos tanuldk a kozelgd szalagavatd és érettségi miatt nem tudtak
id6t szakitani a feladatlap megirasara, masrészt a kitoltés idépontjaban a 9. osztalynak csak a
fia tanuléi tudtak jelen lenni. Valamint sajnos a 7.osztalyos tanulok egy része véletleniil az
id6sebb évfolyam dolgozatat kapta, igy az 6 munkaikat nem tudom a tobbiekével egyiitt

értékelni.

A gimnaziumban 7. osztalyt6l kezd6d6en valaszthaté az emelt szintli matematika csoport ,
ahol a tanul6knak heti 5 matematika érajuk van, és tobb id6t szannak versenyfeladatok
megoldasara is. 11.osztalytdl kezd6d6en pedig matematika fakultacié valaszhat6, ahol a

tanuloknak heti 6 matematika orajuk van, és felkésziilhetnek az emelt szint(i érettségire is.

Az iskola igazgatohelyettese elmondta, a hetedik és nyolcadik osztalyosok most elég
nehezen kezelhet6 korszakukat élik. Ez valamelyest megnyilvanulhat a feladatmegoldasban

tanusitott hozzaallasukban is.

A kilencedik osztalyos tanulok tlintek a legmotivaltabbnak, mig a wveliik azonos

feladatlapot kito1t6 10.osztalyosok alacsony lelkesedése volt megfigyelhetd.

Az iskolaban egyébként is népszeriinek szamit a matematika tantargy, sokan valasztanak

emelt szintet, és gyakoriak a kiemelkedd versenyeredmények is.

Az alabbi tablazat mutatja a vizsgalatban résztvevd tanuldk szamat kor, nem és matematika

csoport szint szerinti bontasban:

Nem Szint
osszes Korcsoport dsszesités
Fia Lany alap emelt
7. osztaly 14 9 11 12 23 -
8. osztaly 18 11 7 22 29
9.osztaly 21 0 5 16 21 49
10.0sztaly 12 16 8 20 28
11.0sztaly 10 13 14 9 23 23
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5.3. A dolgozatban hasznalt vizsgalati médszer
A dolgozat célja informacidk gytijtése olyan tanul6k modellezési kompetenciajarol, akik
oktatdsaban nem fektettek kiilon hangsilyt a modellezési folyamat megismerésére és

elsajatitasara az oktatasban.

Riebel (2010) emliti, hogy ha a modellezési folyamat egészének megfigyelése a cél, akkor
célravezetd lehet az a mddszer, hogy a feladatokban az egyes végrehajtott 1épésekre kapnak
pontot a didkok. Ennek a megfigyelési modszernek van néhany buktat6ja. Példaul, ha egy
tanulo tévesen értelmezi a valos szituaciot, akkor téves modellt fog hozza késziteni. Tehat ha

valaki az elején hibazik, a tovabbi lépései sem lesznek helyesek a megoldas tekintetében.

Ezen a ponton, hasonl6 koncepciot alkalmazok, mint az érettségi feladatok javitasanal
szokas. Ha egy tanul6 hibazik egy lépésben, de a hibas feltételezéssel jél folytatja a feladat
megoldasat, akkor megkapja a pontot a feladatrészekre. Tehat elsésorban arra vagyok
kivdancsi, hdny lépést tudnak végrehajtani a modellezési folyamatbdl, és melyek ezek -
fliggetleniil attol, hogy a lépések tokéletes eredményre vezetnek-e vagy sem. Azért nem
vizsgdlom a modell megfelelbségét, mert a modellezési folyamat nem feltétleniil ér véget az
els6 modellnél, hanem az eredmények fiiggvényében tijra meg ujra lefolytathato, erre azonban
nyilvdanvaléan nem lett volna id6 a jelenlegi felmérésnél. Fontos megemliteni, hogy mivel itt a

modellezési folyamat lépései hangsulyosak, pontot ér a matematikai szamolas lépése is.

A modellezési kompetencia vizsgalatakor azonban a matematika és a valds vilag kozotti
kétiranyu forditasi folyamaton van a hangsily, ezért ezt a két 1épést részletesebben is fogom
vizsgalni. Azaz hogyan transzformaltdk a valés problémat matematikai problémava, és
hogyan értelmezték a kapott eredményt. Ezen lépések helytallosagaval kapcsolatos

megjegyzéseimet kiilon részben foglalom 6ssze.
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5.3.1. A vizsgalt szempontok
Az els6 vizsgélati szempont a fentieknek megfelel6en az, hogy az egyes modellezési

lépések mennyire vannak jelen a tanulok munkaiban.
A vizsgalatban a kovetkez6 1épések meglétét vizsgalom:

1. A valos probléma matematikai problémava alakitasa.
2. A matematikai probléma megoldasa.
3. A matematikai eredmény val6s eredménnyé alakitasa

4. A valos eredmény értékelése.

A feladatok megfogalmazasaban kiilon kértem a tanuldkat, irjak le, hogyan gondolkodtak.
Ez a vizsgalat szempontjabdl fontos lett volna, hogy nyomonkovethet6 legyen minden egyes
modellezési 1épés, amit megvaldsitanak. Azonban a felszodlitas ellenére gyakoriak voltak a
rovid, egy-két mondatos valaszok. Ha ezekbdl egyértelmiien kideriilt, milyen modell alapjan
szamoltak, akkor kaphattak pontot az els6 harom lépésre, hiszen a gondolkodasukban
megjelent valamilyen matematikai modell, szamoltak is vele, de a papirra mar csak a

matematikai eredmény valos értelmezése kertilt.

Volt néhany kiilonleges eset, ahol a tanul6 matematikai modellt egyaltalan nem hozott
létre, igy nem is szamolt vele, de az elképzelhetd eredmények értelmezésérdl annyira

részletesen irt, hogy a 3. vagy 4. 1épésnek tudtam be.

A modellezési 1épések megjelenésének vizsgalata utan tobbféle 6sszehasonlitast végzek
adott tanuldcsoportok kozott. A megfigyelésekhez els6sorban a tanulok 1épésszamainak
(sulyozott) szamtani kdzepét hasznalom, mert ez az egyes csoportok atlagos teljesitményét jol
kifejezi és Osszehasonlithatéva teszi. Egyes esetekben korrelacios egyiitthatot és szorast is

szamolok, hogy pontosabb képet kapjak a tanulok eredményeirdl.

Ahogy a feladatvalasztas szempontjainal is leirtam, a feladatlapokra kétféle feladattipus is
keriilt éppen azért, hogy a kiilénb6z6 tipusokban mutatott teljesitményt ossze tudjam

hasonlitani.

Mar a kisérlet tervezésekor is tudtam, melyik iskolaban fogjak kit6lteni a tanulok a
feladatlapokat, igy tudtam azt is, hogy minden osztalyban van alap- és emelt szint{i csoport is.
Ezért a feladatlapok fed6lapjan jel6lniiik kellett a tanuléknak, melyik csoportba jarnak, igy a

kétféle szint kozott is 6sszehasonlitast tudtam végezni.
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5.4. Eredmények

5.4.1. A modellezési lépések
A modellezési lépések vizsgalataban 1épésenként haladok, és igy mutatom be, milyen

aranyban jelennek meg a tanulok munkaiban, néhany konkrét példaval.

Osszesen 124 dolgozatot vizsgiltam meg. Ebbdl 42 tanulénél szerepelt modellalkotds -
tehat az 1.1épés - mindkét feladat megoldasaban, 60-an készitettek modellt az elsd, mig 89-an
a masodik feladathoz. A didkok 88%-a, azaz 110 tanulé készitett legalabb az egyik feladat

megoldasahoz modellt.

Megjegyzés: Sok tanulé megldtta, milyen informdcidkra lenne sziiksége egy matematikai
modell kialakitdsahoz, azonban feladta a folytatdst, mondvdn ezek az informdciok nem dllnak

rendelkezésre. Az 5.14. dbrdn erre ldthato példa.
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5.14. abra

A masodik modellezési 1épés nagyon er6sen kotddik az els6hoz, ezért nyilvan nem
talalkozhatunk olyan megoldassal, ahol a 2. 1épés jelen van, de az elsd nincs. Az 6sszesen
vizsgalt 248 feladatmegoldasbol, 149 helyen szerepelt valamilyen modell. Ezek koziil 143
darab megoldasban szamoltak is a modellben. Ez azt jelenti, hogy az esetek 96%-aban tarsult

a matematikai feladatmegoldas a megalkotott modellhez.

A masodik és a harmadik 1épés szintén er6Gteljesen egymasra €épiil, hiszen ha nem végziink
szamolasokat a matematikai modellben, nem juthatunk matematikai eredményhez, amit
értelmezhetnénk. Osszesen a tanulok 71 %-a adott értelmezést a matematikai megoldéshoz

legalabb az egyik feladatban, 31%-uk pedig mindkét feladatban.
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5.15. abra
A negyedik 1épés - a valds eredmény értékelése a valds kontextus alapjan — jelent meg a
legkevesebb munkaban. Ennek az is lehet az oka, hogy az eredményiiket realisan értékel6k
egyszeriien csak leirtdk azt megoldasként, de nem hangsulyoztak kiilén, hogy az reélis a

kiindulasi szituaciot tekintve.

Leggyakrabban az eredményiikben kétkedok irtak valamilyen kommentart a
feladatmegoldéas végén, amely az eredmény értékelésének tekinthetd, ahogy ez a 5.15. dbran

is lathaté.
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5.16. dabra: Az egyes lépésszamok gyakorisaga korcsoportonként
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A kiadott 248 feladat megoldasai kozott minddssze 18 helyen taldlkozhatunk a megoldas
értékelésével. Ez azt jelenti, hogy a vizsgalt feladatmegoldasoknak mindossze 7 %-aban

értékelték a tanulok az eredményt.

A 5.16.4bran jol lathatd, hogy a 3 1épéses és a 0 1épéses modell a leggyakoribb az egyes

korcsoportokban.

Azokban a feladatmegoldasokban tehat, ahol létrehoztak valamilyen modellt, tobbségében
3 lépésig jutottak, altalaban csak az eredmény értékelése hianyzott. Ennek egy lehetséges oka,
hogy a tanuldkban jol rogziilt a hagyomanyos szoveges feladatok megoldasi algoritmusa,
miszerint az adatok kigyQijtését koveti a matematikai szamolas, végiil pedig szoveges valaszt
kell adni. A 0 lépéses megoldasok nagy szama mutatja, hogy sok lapon nem érkezett
értékelhet6 valasz. Ezekben az esetekben tobbnyire meg sem probaltak megoldani a

feladatokat.

5.4.2. A kiilonb6z6 korcsoportok eredményei

A feladatlapokat harom korosztdly szamara készitettem, és eredetileg csak ezt a harom
korcsoportot (1.korcsoport: 7-8.osztaly, 2.korcsoport: 9-10. osztaly, 3.korcsoport: 11.0sztaly)
szerettem volna 6sszehasonlitani. A dolgozatok eredményei alapjan azonban néhany ponton

érdemes lehet kiilon-kiilon szolni az egy korcsoportba sorolt osztalyokrol.

A végrehajtott modellezési 1épések szamat tekintve a 2. korcsoport teljesitett a legjobban

atlagosan 1,93 modellezési 1épéssel, ket

koveti a harmadik korcsoport 1,81 2
19
lépéssel, a leggyengébb teljesitményt 18

pedig a 7-8.o0sztalyos tanulok nyujtottak 1 7

atlagosan 1,61 modellezési 1épéssel. A 1,6
masodik csoport j6 eredményét a 9. 1° .

1,4

osztalynak koszonheti, akik mindkét 1. korcsoport 2. korcsoport 3. korcsoport

feladatban 2 egész feletti atlagos

lépésszamot produkaltak, ezzel erdsen 5-17. dbra: Atlagos 1épésszdam korcsoportonként

felhizva a 10. osztaly eredményét is.
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A 5.18-22.4brakon az egyes osztalyok tanul6i altal produkalt 1épésszamok lathatok.
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A 11.osztalyosok lépésszamai
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Az egyes osztalyok tanuldinak feladatonként végrehajtott 1épésszamait tanulmanyozva is
feltin6 a 9. osztalyosok kiemelked6 teljesitménye, ahol 6t négylépéses feladatmegoldas is
sziiletett, és nagyon sok a haromlépéses is, de kevés az ezekt6l eltéré eredmény. (5.20.abra)
Ezt a széras értékével is alatamaszthatjuk, mely ebben az osztalyban a legalacsonyabb,
kortilbeliil 1,3.

A legnagyobb szorasa a 8. és 11. osztalyos tanulok eredményének van, mindkét esetben 1,5
folotti érték. Tehat ezekben az osztalyokban térnek el a leginkabb az atlagtol az egyes tanulok
eredmeényei.

Az vizsgélatban tehat nem mutatkozott egyértelmli 6sszefiiggés a modellezési 1épések
végrehajtasa és a korosztaly kozott. Valosziniileg a tanulok feladatlaphoz val6 hozzaallasa, a
feladatmegoldasban tanusitott kitartdsa is jatszott nagyobb szerepet az eredmények

alakulasaban.
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5.4.3. Az atlagos Iépésszam alakulasa

5.4.3.1. Akiilonb6z6 feladattipusok 6sszehasonlitasa
Az els6 feladat minden feladatlapon a Londoni Olimpiai Stadionnal kapcsolatos feladat

volt, a masodik pedig az olimpiai résztvevék szamaval kapcsolatos.

2,5

M 1. csoport
W 2. csoport
3. csoport

15

0,5

1. feladat 2. feladat

5.23. dbra: Az egyes korcsoportok dtlagos lépésszama feladatonként

Osszességében megfigyelhetd, hogy a masodik feladat megoldasat tobben kezdték el, és
atlagban tobb modellezési 1épést is hajtottak végre ebben a feladatban a tanul6k. A harom
korcsoport atlagos lépésszamanak stlyozott szamtani kdzepe az elsd feladat esetében 1,39
volt, mig a masodik feladat esetében 2,14. A 5.23. abran lathat6, hogy a masodik korcsoport
teljesitménye ,,ellentmond” az atlagnak. Megfigyeléseim szerint ennek oka, hogy a 10.0sztaly
valamiért inkdbb az els6é feladat megoldasaval probalkozott, mig a masodik feladatot
értelmetlennek itélték, ezért meg sem probaltak megoldani valamilyen matematikai modell

segitségével.

Megitélésem szerint a tanuldknak azért ment konnyeben az el6rejelz6 feladat, mert tobb
informacié allt rendelkezésiikre, amit kozvetleniil fel tudtak hasznadlni a modell
megalkotasahoz és a szamolashoz, mint az elsd feladatban, ahol sok adatot a képek alapjan

kellett vagy lehetett volna megbecsiilni.
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5.4.3.2. Alap és emelt szint

Altalanossagban elmondhat6, hogy a matematikat emelt szinten tanulék jobb eredményeket
értek el a modellezési 1épések szamat tekintetbe véve, ahogy ez a 5.24. és 5.25. abran is
latszik. Ugyanakkor az is elmondhatd, hogy az els6 feladatban 6k is kevesebb 1épést tudtak

megtenni.

2,5

1,5 W alapszint

1 emelt szint
" N B
0

7. osztaly 8. osztaly 9. osztély 10. osztaly 11. osztaly

5.24. dbra: Atlagos lépésszdm az elsé feladatkorben
A jobb teljesitmény hatterében az emelt szintli tanulék nagyobb feladatmegoldé rutinja
allhat. Magasabb oraszamuk kovetkeztében feltehet6en a komolyabb matematikai ismeretek
mellett fejlettebb problémamegoldé képességgel is rendelkeznek, ami el6nyiikre valt a

modellezési feladatok megoldasa soran.
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5.25. dbra: Atlagos 1épésszdm a mdsodik feladatndl
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5.4.4. Megjegyzések az els6 és a harmadik modellezési Iépésrol

A modellezési kompetencia Osszetevéi kozott az 1. és a 3. 1épés kiemelked6en fontos.
Ezért miutan megvizsgaltam a tanulok munkdiban a megjelend modellezési 1épéseket,
kivalasztottam azokat, melyekben az els6 és a harmadik 1épés is megtalalhat6. Ezutan ezeket
vettem nagyito ala abbdl a szempontbdl, hogy hogyan hajtottak végre ezeket a 1épéseket, azaz
mennyire volt sikeres a modellezés magjat ado kétiranyu forditasi folyamat a matematika és a

valosag kozott.

A vizsgalt tanulok 31%-anal szerepelt mindkét 1épés mindkét feladat megoldasaban, illetve
69% munkajaban szerepelt mindkét 1épés legalabb az egyik feladat megoldasaban. Ez nagyon

jo aranynak tekinthet6, hiszen nem jartasak ilyen feladatok megoldasaban.

Az els6 feladat megoldasanal minden osztaly esetében megfigyelhet6, hogy bar sok
esetben megjelent valamilyen matematikai modell, az csak ritkan volt pontos, és ritkan
vezetett helyesnek mondhaté6 eredményhez. A hetedik osztalyosok megoldasai kozott
kifejezetten sok olyan modell fordult eld, ahol helytelen 6sszefiiggésre tamaszkodnak a
futépalya szélessége és hossza kozott. Példaul a 5.26.abran egy olyan dolgozat részlete
lathaté, amelyben a tanulé tgy becsli, hogy a futépalydk szélessége 1 méter, majd azt az
osszefiiggést feltételezi, hogy akkor minden palya 1 méterrel hosszabb a mellette 1év6nél.
Mivel egy ,korszer(i” alakzatrol van szo, ilyen Osszefiiggést nem feltételezhetiink a két

emlitett mennyiség kozott.

ttp://sportales.com

5.26. dbra
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Olyan is el6fordult, hogy alapvetéen jo elképzelésekkel indultak, de aztan elakadtak a
tanulék, mert nem hasznaltdk ki a képek nyujtotta informdacidkat, kizardlag a szovegre
tdmaszkodtak. Megfigyelhet6 volt még, hogy az daltalam leirt lehetséges megoldasokhoz
képest a tanulok egyszerlibb modelleket probaltak keresni, és kissé hasraiités-szerli
becsléseket alkalmaztak megfelel6 indoklas vagy alatamasztas nélkiil. Ilyenre példa a korabbi
5.15.abra.

A masodik feladat minden korosztaly szamara ugyanaz volt, igy ennél kiiléndsen érdekessé
valt a kérdés, megfigyelhet6-e valamilyen tendencia az életkor valtozasaval és a hasznalt
modellel 0Osszefiiggésben. A vizsgalt megoldasok koziil 44 lineéaris és 20 exponencialis
kozelitéssel dolgozott. Altalaban minden osztdlyban megfigyelhet6 a linearis modellek
tulstlya. Kivéve a kilencedik osztalyt, ahol 5 linearis és 10 exponencialis modell sziiletett.
Ennek oka akér az is lehet, hogy az el6z6 6rdkon éppen ezzel a témaval foglalkoztak. A
linedris és exponencialis kozelités mellett néhany egyéb otlet is felmeriilt, de ezek szama
elenyészd. Osszességében kiilondsebb dsszefiiggés nem mutatkozott az életkor és a hasznalt

modellek aranya kozott. A legtobb modell jol hasznalhaténak bizonyult a feladat megoldasara.

A matematikai eredmények valds eredményként valo értelmezésével kapcsolatban
elmondhat6, hogy a tanulok mindkét feladatban a megfeleld eredményt iiltették vissza a valds
szituacioba. Az altaluk alkotott modellben tehat céltudatosan dolgoztak, nem kozoltek
eredményként olyasmit, ami mas valos kérdésre lett volna valasz a modell alapjan.
Megemlitend, hogy sok tanul6 észrevette, hogy a matematikai megoldas soran kapott
eredményeket a valos szituacidba illesztve elég szazas vagy ezres nagysagrendii kerekitéssel

valaszolni, hiszen jelen esetben értelmetlen lenne ennél pontosabb becslésekkel probalkozni.
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6. Az eredmények szerepe az oktatasban
A dolgozat egy iskola 6t osztalyanak tanuléit tanulmanyozza, tehat a felmérés nem

tekinthetd reprezentativnak, mégis érdekes informaciokat hordoz.

El6szor is elmondhatd, hogy a tanulék tobbsége legalabb egy modellt 1étrehozott, és
nagyon sokan végrehajtottdk a modellezési folyamat els6 harom fazisat. A hagyomanyos
szoveges feladatok megoldasdbol szarmazé rutin tehat segitségiikre van a tanul6knak
modellezési feladatok megoldasa soran is. Ezekkel érdemes tehat ,bemelegiteni” a

modellezési feladatokkal vald ismerkedés elott.

Bar oromteli, hogy ilyen sok munkaban megjelennek ezek a 1épések, egytttal fény deriilt a
hibakra is. Példaul arra, hogy a negyedik lépés, a megoldas értékelése nagy aranyban hianyzik
a tanulok munkaibol, igy a modellezés tanitdsa soran erre a 1épésre kiilondsen nagy gondot

kell forditani.

Ha a megoldasokat tiizetesebben is megvizsgaljuk, lathat6, hogy bar a lépések sok
feladatmegoldasban megjelennek, a megoldasok leirdasanak modja és az alkalmazott eljarasok

precizitasa még hagy kivannival6t maga utan.

A tanulokat arra kell sarkallnunk, hogy megoldasaik leirasara legyenek igényesek,
gondolatmenetiiket jol kovethet6en irjdk le, a sziikséges valds informdacidk kisziirését6l
kezdve, a matematikai munkan at, egészen az eredmény bemutatasaig és értékeléséig. Ez a

rendezettség a késébbiekben is javukra valik, és a tanari értékelést is megkonnyiti.

Megfigyelhetd volt, hogy a tanulék bar nem féltek becsléseket hasznalni, nem kell6en
indokoltan tették azt. Meg kell tehat tanulniuk, hogy az egyes szitudciknak megfelel6

pontossagu becslésekre van sziikség, és ezeket valamilyen forrassal ala kell tamasztani.

Ezen a ponton érdemes felhivni a tanulék figyelmét a feladatokhoz kapcsolodo
illusztraciokra is, melyek sok esetben segitenek egyes mérészamok becslésében. Ezt a fajta

segitséget ugyanis nagyon kevés esetben hasznaltak ki a diakok.

Az 6.1. abran lathaté azon ritka megoldasok egyike, ahol a tanulé méréseket végzett a

képek alapjan. Sajnos azonban nem sikertilt eljutnia a teljes megoldasig.
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A korcsoportok és az atlagosan végrehajtott modellezési 1épések szama kozott nem
mutatkozott 0sszefliggés, ellenben megfigyelhet6 volt, hogy az emelt szinti tanul6k jobban
teljesitettek, mint az alapszintliek, valamint az is, hogy altalaban jobban ment a tanul6knak az

el6rejelzo feladat megoldasa, mint a leir6 feladaté.

6.1. abra

Véleményem szerint ez azt mutatja, hogy a modellezés tanitdsdhoz nem kell arra varni,
hogy a tanuldk betéltsenek egy bizonyos életkort, hanem bdrmely korban el lehet kezdeni.
Természetesen mindig az adott tanul6csoport képességeinek megfeleld feladatokkal kell
kezdeni, majd fokozatosan attérni a nehezebb feladatokra. A kétféle feladat megoldasaban
eléallt kiilonbség azt sugallja, hogy el6szor érdemes kevésbé nyitott feladatokat valasztani,
ahol nem hidnyzik tdl sok informaci6 a feladat megadasaban. Az emelt szint{i tanul6k jobb
teljesitménye pedig arra utal, hogy a modellezési kompetencia er6sen 6sszefiigg mas

matematikai kompetencidkkal, éppen ezért azokkal egyiitt lehet és kell is fejleszteni..
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7. Osszefoglalas

A dolgozat az eddigi kiilfoldi tanulmanyokra alapozva céljaul tiizte ki a magyar tanuldk
modellezési kompetencidjaval valé ismerkedést. Sajat készitésli feladatlapot alkalmaz, két
feladattal, melynek készitésekor lényeges volt, hogy sokféle szempont szerint
osszehasonlithaték legyenek majd a tanulok munkai. Ezért kétféle feladattipust oldhatott meg
tobbféle korosztaly és kétféle matematikai szintli csoport abban az iskolaban, ahol a
vizsgalatot végeztem.

A f6 kérdés az volt, hany modellezési 1épést hajtanak végre a tanulok tgymond
megérzésbdl, azaz anélkiil, hogy hallottak volna a modellezési folyamatrél. Ezen beliil pedig
érdekes Osszehasonlitast kinaltak a fent is emlitett szempontok: a kor, a feladattipusok és a
matematikaszint. Emellett pedig képet kaphattunk a tanulék munkdjanak min6ségérdl, az
altaluk valasztott modellekr6l, esetleges hibakrél vagy a feladattal kapcsolatos kételyeikrol.

A tanulok Osszességében jol teljesitettek, lathato volt, hogy a feladatmegoldasaikban sokan
eljutottak a vizsgalt négy lépésb6l haromig, ami azt jelenti, hogy a valos vilag és a
matematikai vilag kozotti forditas végbement a megoldas soran. A legnagyobb mértékben az
eredmény értékelése hianyzott a munkakbol. Mar a dolgozat megirasa elott is az a
megfigyelés motivalt, hogy tanul6k ritkan gondolkodnak el azon, mennyire felel meg egy-egy
matematika feladat megoldasa a valdsagnak, vagy legalabbis ritkdn adnak hangot ilyen
gondolataiknak. A kisérlet pedig igazolta ezt az elképzelésemet, tehat gy gondolom, jobban
tudatositani kell a didkokban, a matematika és a valosag kozotti viszonyt.

Az eredményekbdl sokféle kovetkeztetést levonhatunk a modellezési feladatok tanitasaval
kapcsolatban. Az esettanulmany tanulsagai nem altalanos érvényliek ugyan, de megmutatjak,
mi az, amit a tanulék mar felkésziilés nélkiil is tudhatnak a modellezésrél, és melyek azok a
tertiletek, amelyeken a tanul6k célzott fejlesztés nélkiil nagyobb elmaraddsokat mutattak.

A modellezési feladatok szamos lehet6séget kindlnak a matematikai kompetencia és
részkompetenciai fejlesztésére. Szerepiik van a strukturalas és problémamegoldé gondolkodas
fejlesztésében, a vilag rendjének megismerésében, a pozitiv hozzaallas kialakitasaban. Ezért
szerepet kell kapniuk a hétkdznapi matematikaoktatdsban mind az altalanos, mind a

kozépiskolakban.
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Tovabbi modszertani kutatasokat is érdemes lenne végezni a modellezési feladatokkal és a
modellezési kompetenciaval kapcsolatban, felhasznalva ennek a dolgozatnak az eredményeit
is, hiszen Magyarorszagon még igen keveset tudunk a témarol. Ezekbdl emlitenék néhanyat
munkam zarasaként.

Példaul a vizsgalati modszerek kozott emlitett multiple-choice modszerrel remekiil
kutathatok lennének az egyes modellezési kompetenciak kiilonallé egységként is, nem csak
egy modellezési folyamat részeként.

A tanuléknak a vizsgalatban szerepld feladatokhoz f(iz6d6 kérdése is érdekes vizsgalat
targyat képezhetné, akar egy hosszabb kisérletben is.

Kérdoivek és interjuk segitségével valaszt kaphatunk a tanulok el6zetes hozzaallasardl a
modellezési feladatokhoz, majd késébb Gjabb teszt soran megtudhatnank, hogyan valtoztak
érzéseik a feladatokkal valé ismerkedés soran. Vizsgalhat6 esettanulmanyként egy-egy tanuld
modellezési feladat megoldasa koézben vagy akar fejlédésiik is hosszabb tavon ebben a

témaban.
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